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KHƠI DẬY CẢM HỨNG HỌC TẬP CHO SINH VIÊN THÔNG QUA 
CÁC BÀI TOÁN ỨNG DỤNG CỦA ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH VÀ GIẢI TÍCH 

LÊ BÍCH PHƯỢNG
Bộ môn Toán, Khoa Khoa học Cơ bản,

Nhóm nghiên cứu BSASD, Trường Đại học Mỏ - Địa chất

Nhận bài ngày 02/01/2025. Sửa chữa xong 07/01/2025. Duyệt đăng 11/01/2025.
Abstract
Linear algebra is a core field in mathematics and data science, providing powerful tools to solve many real-

world problems. The teaching of linear algebra should not be limited to theory, but also needs to incorporate 
applied problems to enhance practical relevance and student enthusiasm. This paper discusses how to integrate 
applications such as optimization and coding into the linear algebra curriculum, helping students better 
understand how theoretical concepts are applied in practice.

Keywords: Linear algebra, calculus, optimization, data science, teaching methods.

1. Giới thiệu
Đại số tuyến tính và giải tích là nền tảng cho nhiều lĩnh vực, bao gồm học máy, tối ưu hóa, xử 

lý tín hiệu và mật mã học. Tuy nhiên, trong môi trường giáo dục đại học, sinh viên thường gặp 
khó khăn trong việc liên kết các khái niệm trừu tượng với các ứng dụng thực tế. Việc đưa các bài 
toán ứng dụng cụ thể vào giảng dạy có thể cải thiện đáng kể hiệu quả học tập và khơi dậy niềm 
yêu thích của sinh viên.

2. Nội dung nghiên cứu
2.1. Ứng dụng trong Tối ưu hóa
Bài toán 1. Ba giàn khoan 1 2 3, ,G G G  cần khai thác ba loại dầu khác nhau: dầu nhẹ, dầu trung bình và 

dầu nặng. Khối lượng dầu cần khai thác ở mỗi giàn là khác nhau và mỗi loại dầu được khai thác từ hai 
mỏ dầu 1 2,M M  với chi phí khai thác khác nhau tại mỗi mỏ. Mục tiêu là xác định mỏ nào nên lựa chọn 
để tối ưu hóa chi phí khai thác cho từng giàn khoan.

Dữ liệu: Khối lượng dầu cần khai thác (đơn vị: tấn):

Loại dầu Giàn khoan 1G Giàn khoan 2G Giàn khoan 3G

Dầu nhẹ 10 8 12

Dầu trung bình 15 20 18

Dầu nặng 5 6 7

Chi phí khai thác tại mỗi mỏ (đơn vị: triệu VNĐ/tấn):

Loại dầu Mỏ 1M Mỏ 2M

Dầu nhẹ 1.2 1.0

Dầu trung bình 1.5 1.8

Dầu nặng 2.0 1.7

Email: lebichphuong1709@gmail.com
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Phép toán: Ma trận nhu cầu khai thác :P  
10 15 5
8 20 6

12 18 7

 
 =  
  

P

Ma trận chi phí khai thác :Q  
1.2 1.0
1.5 1.8
2.0 1.7

 
 =  
  

Q . Ma trận tổng chi phí :R P Q= × . 

Trong đó ijR là chi phí để giàn khoan iG  khai thác tại mỏ .jM . Tính toán cho giàn khoan 1 :G . Tại mỏ 
1 :10 1.2 15 1.5 5 2.0 44.5⋅ + ⋅ + ⋅ =M  triệu VNĐ. Tại mỏ 2 :10 1.0 15 1.8 5 1.7 45.5⋅ + ⋅ + ⋅ =M  triệu VNĐ.
Lặp lại tương tự cho các giàn còn lại để hoàn thành ma trận .R

Kết quả:
44.5 45.5
51.6 54.2
55.4 56.3

 
 =  
  

R

1. Từ ma trận ,R xác định giàn nào nên chọn mỏ 1M  hoặc 2M  để tối ưu chi phí. 2. Tổng hợp kết quả 
và đưa ra kết luận.

Ứng dụng: Bài toán này minh họa cách sử dụng đại số tuyến tính và giải tích để tối ưu hóa chi phí 
trong khai thác dầu khí giúp các kỹ sư đưa ra quyết định dựa trên dữ liệu thực tế.

Bài toán 2. Một công ty muốn dự đoán doanh thu từ quảng cáo trên ba nền tảng: truyền hình, radio 
và mạng xã hội. Dữ liệu về chi phí quảng cáo và doanh thu được thu thập như sau

Cho phí TV Chi phí Radio Chi phí Mạng xã hội Doanh thu

230 37 69 22

44 12 9 10

17 3 5 5

151 41 45 18

180 15 67 20

Sử dụng đại số tuyến tính và giải tích, hãy tìm một mô hình tuyến tính dạng: y = Xw . Với X là ma 
trận chi phí, y là vector doanh thu, và w là vector trọng số cần tìm.

1. Biểu diễn dữ liệu dưới dạng ma trận: Ma trận chi phí quảng cáo 

230 37 69
44 12 9
17 3 5
151 41 45
180 15 67

 
 
 
 =
 
 
  

X

Vector doanh thu 

22
10
5

18
20

 
 
 
 =
 
 
  

y

Vector trọng số cần tìm 
1

2

3

w
w w

w

 
 =  
  

2. Tìm vector w tối ưu bằng phương pháp bình phương tối thiểu: .T -1 Tw = (X X) X y  (1)
Chứng minh (1): Bài toán cần giải quyết: Mô hình tuyến tính được biểu diễn dưới dạng: εy = Xw + . 

Trong đó: X là ma trận đặc trưng (còn gọi là ma trận inputs), kích thước nxm  (n là số mẫu, m là số đặc 
trưng), Y là vector mục tiêu (còn gọi là vector outputs), kích thước n x 1, w  là vector trọng số (còn gọi 
là vector paramater), kích thước m x 1, ε  là sai số của mô hình.

Mục tiêu: Tìm w sao cho sai số bình phương: ( )
n 22 T

i i
i 1

S(w) y Xw y x w
=

= − = −∑

Tối ưu hóa sai số bình phương tổng: Sai số bình phương tổng là một hàm bậc hai đối với w, 
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được viết dưới dạng ma trận như sau: ( ) ( )2 TS(w) y Xw y Xw . y Xw= − = − − . Khai triển biểu thức ta có: 
T T T TS(w) y y 2y Xw w X Xw= − + . Mục tiêu cần tìm w sao cho S(w)  đạt giá trị nhỏ nhất. Lấy đạo hàm của  

S(w)  theo w ta có:  T TS(w) 2X y 2X Xw
w

∂
= − +

∂
. Cho đạo hàm bằng 0 để tìm nghiệm tối ưu: T T2X y 2X Xw=0− +

Giải phương trình ta có: ( )

T T

1T T

X Xw=X y

w X X X y
−

=

Áp dụng công thức ta có: T

110326 17980 35206
X 17980 3428 5526

35206 5526 11
  

381

 
 =  
  

X  T 1

0.002731 0.003248 0.006871
0.003248 0.005205
0.00687

X) 0.007520
0.007520 0.0176911

−

 
 =  


−



−

− 

−(X

T

11903
y 1987

3783

 
 =  
  

X

Tính w: 
0.060324
0.129551
0.08178

 
 
 
  

T -1 Tw = (X X) X y = . Vậy mô hình tuyến tính tối ưu là: 1 2 3y 0.060324 x 0.129551 x 0.08178 x= ⋅ + ⋅ + ⋅

Ứng dụng: Sinh viên hiểu cách các công cụ như ma trận, phép nhân ma trận, và phép tính nghịch 
đảo được sử dụng trong thực tế.

2.2. Ứng dụng trong Mã hóa
Bài toán 1: Mã hóa dòng chữ “HELP” thành một thông điệp bí mật bằng phương pháp ma trận.
Quy ước mã hóa ký tự: Gán mỗi chữ cái trong bảng chữ cái tiếng Anh một số thứ tự; A= 1,B = 2,...,Z = 26.

. Khoảng trống hoặc ký tự đặc biệt có thể được gán là 0 (hoặc bỏ qua nếu không cần thiết).
Quy trình mã hóa: Biểu diễn dòng chữ dưới dạng vector số. Nhân vector này với một ma trận mã 

hóa M (là một ma trận vuông đã chọn trước, có định thức khác 0 để đảm bảo khả năng giải mã).
Giải mã: Dùng ma trận nghịch đảo 1−M  để giải mã thông điệp.
Cách thực hiện: 
1) Dòng chữ ban đầu: “HELP”. Chuyển các ký tự thành số: 8 5 12 16H = ,E = ,L = ,P = . . Biểu diễn thành 

vector: 

8
5

.
12
16

 
 
 =
 
 
 

v

2) Cho ma tận mã hóa: Giả sử ma trận mã hóa M là: 2 3
.

1 4
 
 
 

M =

Vì ma trận này chỉ là 2 2× , cần chia vector v thành các cặp (block size = 2): 1 2

8 12
, .

5 16
   

= =   
   

v v

3) Quá trình mã hóa: Nhân từng vector với ma trận mã hóa: 
1 1

2 2

2 3 8 31
M .

1 4 5 28

2 3 12 72
M .

1 4 16 76

     ′ = ⋅ = ⋅ =     
     
     ′ = ⋅ = ⋅ =     
     

v v

v v

Kết quả mã hóa là: 

31
28

.
72
76

 
 
 ′ =
 
 
 

v

4) Thông điệp mã hóa:Thông điệp sau khi mã hóa là: 31,28,72,76.

Giải mã:

1) Tính ma trận nghịch đảo: Ma trận nghịch đảo của M là: ( ) ( )1 1 adj ,
det

− = ⋅M M
M

. Trong đó 

( )det 2 4 3 1 5.= ⋅ − ⋅ =M  1 4 3 0.8 0.61 .
1 2 0.2 0.45

− − −   
= ⋅ =   − −   

M
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2) Giải mã vector: Nhân từng vector mã hóa với 1−M :

1
1 1

1
2 2

0.8 0.6 31 8
.

0.2 0.4 28 5

0.8 0.6 72 12
.

0.2 0.4 76 16

−

−

−     ′= ⋅ = ⋅ =     −     
−     ′= ⋅ = ⋅ =     −     

v M v

v M v

Ghép các vector giải mã lại: 

8
5

.
12
16

 
 
 =
 
 
 

v

3) Chuyển số về ký tự: 8 5 12 16→ → → →H, E, L, P.

Kết quả giải mã là: “HELP”.
Bài toán 2: Mã hóa dòng chữ “LOVEHUMGMATHCLUB” thành một thông điệp bí mật bằng phương 

pháp ma trận.
Quy ước mã hóa ký tự:
1) Gán mỗi ký tự trong bảng chữ cái tiếng anh là một số thứ tự: A= 1,B = 2,...,Z = 26.. Ký tự khoảng 

trống hoặc không cần thiết có thể được bỏ qua. 2) Dòng chữ “LOVEHUMGMATHCLUB” được chuyển 

thành các số: 
L = 12,O = 15,V = 22,E = 5,H = 8,U = 21,M = 14,G = 7,M = 13,A= 1,T = 20,
H = 8,C = 3,L = 12,U = 21,B = 2.

Vector số biểu diễn:

12
15
22
5
8
21
13
7

.
13
1
20
8
3

12
21
2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

v

Chọn ma trận mã hóa: Ma trận mã hóa là ma trận 2 2 :×  2 3
.

1 4
 

=  
 

M . Vì ma trận 2 2,×  cần chia vector 

v thành các khối 2 1:×  1 2 8

12 22 21
, ,..., .

15 5 2
     
     
     

v = v = v =

Mã hóa từng khối: Nhân từng khối với ma trận :M  i i .′ ⋅v = M v

Tính toán:

1. Với 1

12
:

15
 

=  
 

v  1

2 3 12 69
.

1 4 15 72
     ′ = ⋅ =     
     

v . 2. Với 2

22
:

5
 

=  
 

v  2

2 3 22 59
.

1 4 5 42
     ′ = ⋅ =     
     

v

3. Tiếp tục thực hiện các khối còn lại: 3 3

8 79
,

21 29
   ′= ⇒ =   
   

v v  4 4

13 47
,

7 41
   ′= ⇒ =   
   

v v  5 5

13 29
,

1 17
   ′= ⇒ =   
   

v v
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6 6

20 64
,

8 52
   ′= ⇒ =   
   

v v
 7 7

3 42
,

12 51
   ′= ⇒ =   
   

v v
 8 8

21 48
.

2 29
   ′= ⇒ =   
   

v v

Thông điệp mã hóa: Kết quả sau khi mã hóa là:

69
72
59
42
79
92
47
41

.
29
17
64
52
42
51
48
29

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

′ =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

v

Dòng thông điệp mã hóa cuối cùng (ghép từng cặp số): 69,72,59,42,79,92,47,41,29,17,64,52,42,51,48,29.
Giải mã:

1. Tính ma trận nghịch đảo 1−M : ( )
2 3

, det 2 4 3 1 5.
1 4
 

= = ⋅ − ⋅ = 
 

M M . Nghịch đảo: 
1 4 3 0.8 0.61 .

1 2 0.2 0.45
− − −   
= =   − −   

M

1. Giải mã từng khối: Nhân các khối mã hóa i′v  với 1−M  để khôi phục i .v

2. Kết quả:

Vector số sau khi giải mã sẽ khôi phục lại:

12
15
22
5
8
21
13
7

.
13
1
20
8
3

12
21
2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

v

Chuyển các số về ký tự sẽ thu được dòng chữ ban đầu: “LOVEHUMGMATHCLUB”.
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2.3. Ứng dụng trong phân tích mạng xã hội
Bài toán: Một mạng xã hội đơn giản có 3 người dùng ,A B và C . Mối quan hệ giữa họ được mô tả bởi 

ma trận liên kết sau:
0 1 1
1 0 1 .
1 1 0

 
 =  
  

A

Trong đó: Một phần tử ij 1=A  nếu người dùng ( ) ( )1 0, 3 ;P A P A= - =theo dõi người dùng ,j  và ( ) ( )쭽 쭽1 0,7P B A P B A= - = nếu ngược lại. Ví dụ: 
1,2 1A =  nghĩa là A theo dõi B. Hãy ước tính mức độ quan trọng (Pagerank) của mỗi người dùng.  Vector 

Pagerank [ ], ,=v T
A B Cv v v là vector ổn định thỏa mãn: ,v = P × v . Trong đó P là ma trận chuyển đổi xác suất.

Giải pháp:
1. Xây dựng ma trận chuyển đổi xác suất P: Mỗi hàng của A được chuẩn hóa sao cho tổng các phần 

tử trong hàng bằng 1 (để tạo thành xác suất chuyển đổi). Ma trận chuẩn hóa P được tính như sau: 

=
∑

i

P ij
ij

ij

 A
 

A     . Với ma trận A, ta tính: Tổng số liên kết từ A=2, từ B=2 từ C=2. Nên: 
0 0.5 0.5

0.5 0 0.5 .
0.5 0.5 0

 
 =  
  

P

2. Tìm vector ổn định :v  Vector v là một vector riêng ứng với giá trị riêng lớn nhất của P thỏa 
mãn: v = P × v.  Thông thường, để tìm v , ta sử dụng phương pháp lặp: Bắt đầu với một vector khởi tạo 

[ ]0 1 / 3, 1 / 3, 1 / 3=v T (giả định rằng tất cả các người dùng ban đầu có mức quan trọng như nhau). Tại 
mỗi bước lặp, tính: 1+v = P × v .k k  Lặp lại quá trình cho đến khi kv  hội tụ (không thay đổi đáng kể giữa 
hai bước lặp liên tiếp).

3. Tính toán: Sau một bước lặp (hoặc tính toán giá trị riêng trực tiếp), ta có: [ ]0.333, 0.333, 0.333 .=v T

Điều này cho thấy mức độ quan trọng của mỗi người dùng như nhau trong trường hợp mạng đối 
xứng. Mở rộng: Thêm hệ số giảm dần ( ) :d Trong thực tế, thuật toán Pagerank thường thêm hệ số giảm 
dần d (damping factor, thường là 0.85)d = để tính đến xác suất một người dùng ngẫu nhiên nhảy đến 

bất kỳ trang nào. Ma trận được điều chỉnh: ( )1 ,′ = ⋅ + − ⋅
1P P

T

d d
n

. Với n  là số người dùng và 1 là ma trận 
toàn các số 1.

Ứng dụng: Phân tích ảnh hưởng của người dùng trên mạng xã hội; Gợi ý bạn bè hoặc nội dung liên 
quan.

3. Kết luận
Việc tích hợp các bài toán ứng dụng như tối ưu hóa và mã hóa vào giảng dạy đại số tuyến tính và 

giải tích không chỉ làm tăng sự hấp dẫn của môn học, mà còn giúp sinh viên chuẩn bị tốt hơn cho các 
lĩnh vực công việc thực tế. Đây là một hướng đi cần được mở rộng và phát triển trong giáo dục đại học.

Lời cảm ơn:

Nghiên cứu này được tài trợ bởi Trường Đại học Mỏ - Địa chất, trong đề tài mã số T25-20.
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