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TÓM TẮT 



 

Trong Đại số tuyến tính, định lý Halminton – Cayley chỉ ra rằng mọi ma trận 

vuông trên vành giao hoán đều thỏa mãn phương trình đặc trưng của nó. Định lý này là 

một trong những kết quả nền tảng của Đại số tuyến tính và nó cũng là một công cụ 

nghiên cứu của nhiều môn toán học cũng như các ngành khoa học khác. Trong báo cáo 

này, tôi sẽ đưa thêm một ứng dụng khác của nó, đó là sử dụng định lý Halminton – 

Cayley để giải một lớp các phương trình ma trận. 

Từ khóa: Định lý Halminton – Cayley; Phương pháp giải phương trình ma trận. 

 

1. ĐẮT VẤN ĐỀ 

Xét phương trình ma trận có dạng 𝑓(𝑋) = 𝐵 (1), ở đây 𝑓(𝑡) là đa thức bậc 

𝑚 (𝑚 ≥ 1) một biến 𝑡 với 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, dạng: 

𝑓(𝑡) = 𝑎𝑚𝑡𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑡𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑡 + 𝑎0 

Với 𝑋 là ma trận ẩn, cấp 𝑛, 𝐵 là ma trận thực vuông cho trước cùng cấp với 𝑋. 

Kí hiệu 𝐼𝑛 là ma trận đơn vị cấp 𝑛. Ta có 

𝑎𝑚𝑋𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑋𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑋 + 𝑎0𝐼𝑛 = 𝐵 

⇔ 𝑎𝑚𝑋𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑋𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑋 = 𝐵 − 𝑎0𝐼𝑛 

Đặt 𝐵′ = 𝐵 − 𝑎0𝐼𝑛, ta được phương trình 𝑎𝑚𝑋𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑋𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑋 = 𝐵′, 

do đó trong toàn bộ bài báo này chúng ta xét phương trình (1) với 𝑓(𝑡) là một đa thức 

bậc 𝑚 thỏa mãn 𝑓(0) = 0. Giải phương trình (1) là tìm tất cả các ma trận thực vuông 𝑋 

thỏa mãn phương trình (1). 

Khi 𝑚 = 1, lời giải bài toán là tầm thường. Tuy nhiên, câu chuyện trở nên khó 

khăn hơn rất nhiều khi 𝑚 ≥ 2. Về lý thuyết, ta cũng có thể đưa việc giải một phương 

trình ma trận bậc 𝑚 về giải 𝑛2 phương trình 𝑛2 ẩn bậc 𝑚. Trong trường hợp tổng quát 

điều này, là không thể vì các phương trình ma trận bậc cao (𝑚 ≥ 2) là các hệ phương 

trình phi tuyến, mà hệ phi tuyến chưa hề có một phương pháp giải tổng quát nào. Chính 

vì vậy, mà chúng ta thường dựa vào đặc điểm riêng của từng phương trình mà đưa ra lời 

giải phù hợp. Do đó, một việc làm có ý nghĩa không kém việc tìm ra lời giải tổng quát 

đối với các phương trình ma trận bậc cao là tìm ra những “phương pháo riêng” để giải 

một lớp càng rộng càng tốt những phương trình ma trận bậc cao, xem [1], [2]. Trong báo 

cáo này, tôi đưa ra một phương pháp giải cho một lớp các phương trình dạng (1) bằng 

cách sử dụng định lý Halminton – Cayley. 

Chúng ta đã rất quen thuộc với định lý Halminton – Cayley trong Đại số tuyến 

tính. Định lý này được đặt tên bởi nhà toán học người Anh Arthur Cayley (1821 – 1895) 

và nhà toán học người Ireland William Rowan Halminton (1805 – 1865). Định lý khẳng 

định rằng tất cả ma trận vuông 𝐴 trên một vành giao hoán (như trường số thực hoặc 

trường số phức) luôn thỏa mãn phương trình đặc trưng của nó. Điều này cho thấy, định 

lý Halmtin – Cayley cung cấp cho chúng ta mối liên hệ giữa các lũy thừa của ma trận 𝐴. 

Đây chính là cơ sở giúp cho tôi nghĩ đến việc giải các phương trình ma trận dựa vào định 



 

lý này. Nói thêm rằng, định lý Halminton – Cayley được áp dụng rộng rãi trong nhiều 

lĩnh vực không chỉ liên quan đến toán học, mà còn trong các lĩnh vực khoa học khác như 

Vật lý, Công nghệ thông tin [5]. Định lý này được sử dụng khá phổ biến trong nhiều vấn 

đề của Đại số tuyến tính như tính định thức của ma trận, tìm ma trận nghịch đảo của một 

ma trận, tính lũy thừa bậc 𝑚 của ma trận… Nó cũng đóng một vai trò quan trọng trong 

việc giải các phương trình vi phân trong Lý thuyết số [6]. 

 

2. NỘI DUNG 

2.1. Nhắc lại kiến thức cơ sở 

Giả sử 𝐴 là ma trận thực vuông cấp 𝑛, ta kí hiệu det 𝐴 là định thức của ma trận 𝐴. Ta 

gọi đa thức đặc trưng của 𝐴 là đa thức được xác định bởi công thức 

𝑝𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛) 

Định lý 1: (Halminton – Cayley) Giả sử 𝐴 là ma trận thực vuông cấp 𝑛 và 𝑝𝐴(𝜆) là đa 

thức đặc trưng của 𝐴. Khi đó 𝑝𝐴(𝐴) = 0. 

Ta có thể xem chứng minh định lý này trong [3], [4], [6]. 

Định lý 2: (Hệ quả của định lý Halminton – Cayley) Giả sử 𝐴 là ma trận thực vuông 

cấp 𝑛 và 𝑝𝐴(𝜆) là đa thức đặc trưng của 𝐴. Giả sử 𝑓(𝑡) là một đa thức tùy ý có bậc lớn 

hơn hoặc bằng 𝑛 và 

𝑓(𝑡) = 𝑝𝐴(𝑡). ℎ(𝑡) + 𝑟(𝑡) 

ở đó, deg 𝑟(𝑡) < 𝑛. Khi đó, 𝑓(𝐴) = 𝑟(𝐴). 

Định lý 3: Nếu 𝜆 là giá trị riêng của ma trận vuông 𝐴 thì 𝜆𝑛 là giá trị riêng của ma 

trận 𝐴𝑛. 

Hệ quả: Nếu 𝜆 là giá trị riêng của ma trận vuông 𝐴 và 𝑓(𝑡) là một đa thức với 

𝑓(0) = 0 thì 𝑓(𝜆) là giá trị riêng của ma trận 𝑓(𝐴). 

Việc chứng minh các tính chất này có thể xem trong [3], [4], [6]. 

2.2. Phương pháp giải phương trình ma trận. 

Áp dụng định lý Halmton – Cayley cùng một số kết quả của Đại số tuyến tính được 

nêu trong mục 1, ta xây dựng phương pháp giải phương trình ma trận dạng (1) như sau: 

Bước 1: Tìm tất cả các giá trị riêng của ma trận 𝐵, giả sử là các giá trị 𝑎1, … , 𝑎𝑛, các 

giá trị riêng này có thể trùng nhau. 

Bước 2: Gọi 𝜆 là một giá trị riêng của ma trận 𝑋. Khi đó, theo Hệ quả của Định lý 3, 

ta có 𝑓(𝜆) là giá trị riêng của ma trận 𝑓(𝑋). Do 𝑓(𝑋) = 𝐵 nên 𝑓(𝜆) cũng là giá trị riêng 

của ma trận 𝐵. Từ đó thiết lập các phương trình 𝑓(𝜆) = 𝑎𝑖 với 𝑎𝑖 đôi một phân biệt, 𝑖 =

1,2, … , 𝑟. 

Bước 3: Giải các phương trình 𝑓(𝜆) = 𝑎𝑖 ta được nghiệm là các bộ giá trị riêng 

𝜆𝑖1, 𝜆𝑖2, … , 𝜆𝑖𝑝𝑖
. Ta suy ra  các bộ (𝜆𝑖1, 𝜆𝑖2, … , 𝜆𝑖𝑝𝑖

) với 𝜆𝑖 ∈ {𝜆𝑖1, 𝜆𝑖2, … , 𝜆𝑖𝑝𝑖
} là các giá 

trị riêng của ma trận 𝑋 và 𝑓(𝜆𝑖) = 𝑎𝑖 với 𝑖 = 1,2, … , 𝑟. 



 

Bước 4: Gọi 𝑝𝑋(𝑡) là đa thức đặc trưng của 𝑋. Từ các bộ giá trị riêng của 𝑋 trong 

Bước 3, ta xác định được các đa thức 𝑝𝑋(𝑡). 

Bước 5: Giả sử 

𝑓(𝑡) = 𝑝𝑋(𝑡). ℎ(𝑡) + 𝑟(𝑡) 

Áp dụng Định lý 2, ta có 𝑓(𝑋) = 𝑟(𝑋). Tính ma trận 𝑋 từ phương trình 𝑟(𝑋) =

𝐵. Thử lại kết quả tìm được, ma trận nào thỏa mãn phương trình đã cho hoặc trùng bộ giá 

trị riêng là nghiệm cần tìm. 

Nhận xét: 

- Số ma trận 𝑋 tìm được không phụ thuộc vào bậc của phương trình hay cấp của ma 

trận mà nó phụ thuộc vào số bộ giá trị riêng ở Bước 3. 

- Việc chia phương pháp giải thành 5 bước như trên là từ kinh nghiệm của tác giả. 

Do đó, khi đã thành thạo và hiểu rõ bản chất, chúng ta có thể chia phương pháp 

giải với số bước ít hơn. 

- Việc tìm ma trận 𝑋 từ phương trình 𝑟(𝑋) = 𝐵 cũng không dễ dàng khi 

𝑑𝑒𝑔𝑟(𝑋) > 1. Trong trường hợp này, như đã nói trong phần đặt vấn đề, ta chỉ giải 

được một số ít phương trình trong trường hợp đặc biệt. 

2.3. Một số ví dụ minh họa. 

Sau đây là một số ví dụ minh họa cho phương pháp giải phương trình ma trận đã trình 

bày ở mục 2. 

Ví dụ 1. Tìm ma trận thực cấp hai 𝑋 sao cho 𝑋2 + 2𝑋 = (
−1 0
4 3

). 

Lời giải: Trước hết ta thấy rằng, ta có thể sử dụng đồng nhất thức để tìm ma trận 

𝑋. Tuy nhiên lời giải theo cách này khá dài. Ở đây, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp giải 

trong mục 2. 

Bước 1: Tìm giá trị riêng của ma trận 𝐵 = (
−1 0
4 3

). Dễ thấy ma trận 𝐵 có hai giá trị 

riêng là −1 và 3. 

Bước 2: Đặt 𝑓(𝑡) = 𝑡2 + 2𝑡. Ta có các phương trình: 

𝑡2 + 2𝑡 = −1                 (1) 

𝑡2 + 2𝑡 = 3                   (2) 

Bước 3: Giải các phương trình (1), (2). 

Với phương trình (1) ta được nghiệm kép 𝜆 = −1. 

Với phương trình (2) ta được hai nghiệm 𝜆 = 1, 𝜆 = −3. 

Như vậy, có 2 khả năng về cặp giá trị riêng của 𝑋 là (−1; 1), (−1; −3). 

     Bước 4: Gọi 𝑝𝑋(𝑡) là đa thức đặc trưng của 𝑋. Ta có các trường hợp sau: 

Trường hợp 1: Nếu 𝑋 có hai giá trị riêng là −1 và 1 thì 𝑋 có đa thức đặc trưng là 

𝑝𝑋(𝑡) = (𝑡 − 1)(𝑡 + 1) = 𝑡2 − 1 



 

Trường hợp 2: Nếu 𝑋 có hai giá trị riêng là −1 và −3 thì 𝑋 có đa thức đặc trưng là 

𝑝𝑋(𝑡) = (𝑡 + 1)(𝑡 + 3) = 𝑡2 + 4𝑡 + 3 

     Bước 5: 

Trường hợp 1: Ta có 

𝑡2 + 2𝑡 = 𝑡2 − 1 + 2𝑡 + 1 

Do đó, 𝑋2 + 2𝑋 = 2𝑋 + 𝐼 hay ta có phương trình 2𝑋 + 𝐼 = 𝐵. Từ đó, ta tìm được ma 

trận 𝑋 là 𝑋 =
1

2
(𝐵 − 𝐼). Dễ dàng kiểm tra được 𝑋 thỏa mãn phương trình đã cho. 

Trường hợp 2: Ta có 

𝑡2 + 2𝑡 = 𝑡2 + 4𝑡 + 3 − 2𝑡 − 3 

Do đó 𝑋2 + 2𝑋 = −2𝑋 − 3𝐼 hay ta có phương trình −2𝑋 − 3𝐼 = 𝐵. Từ đó, ta tìm được 

ma trận 𝑋 là 𝑋 = −
1

2
(𝐵 + 3𝐼). Dễ dàng kiểm tra được 𝑋 thỏa mãn phương trình đã cho. 

Như vậy, có hai ma trận thỏa mãn yêu cầu bài toán là  

𝑋 = (
−1 0
2 1

) và 𝑋 = (
−1 0
−2 −3

) 

 

Ví dụ 2. Tìm tất cả các ma trận 𝑋 ∈ 𝑀𝑎𝑡3(𝑅) thỏa mãn phương trình 

𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 = (
3 0 0
0 −1 0
0 0 0

) 

Lời giải: 

Bước 1: Tìm các giá triwj riêng của ma trận 𝐵 = (
3 0 0
0 −1 0
0 0 0

). Dễ thấy ma trận 𝐵 có 

ba giá trị riêng là 3, −1,0. 

Bước 2: Đặt 𝑓(𝑡) = 𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡. Ta có các phương trình: 

𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡 = 3              (1) 

𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡 = −1           (2) 

𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡 = 0              (3) 

Bước 3: Giải phương trình (1) ta được các nghiệm là 1 và 1 ± 𝑖√2. 

Giải phương trình (2) ta được các nghiệm −1 và ±𝑖. 

Giải phương trình (3) ta được các nghiệm 0 và 
−1±𝑖√3

2
. 

Do 𝑋 là ma trận vuông cấp 3 với các phần tử thực, nên chỉ có hai khả năng sau: hoặc là 𝑋 

có 3 giá trị riêng đều thực, hoặc là có 1 giá trị riêng thực và 2 giá trị riêng phức liên hợp. 

Ngoài ra các giá trị riêng của 𝑋 tương ứng là nghiệm của các phương trình (1), (2), (3) và 

không có 2 giá trị riêng nào cùng là nghiệm của một phương trình trong các phương trình 



 

trên. Từ các bộ nghiệm trên suy ra không có hai giá trị riêng nào thuộc hai phương trình 

khác nhau là các số phức liên hợp. 

Như vậy chỉ có một khả năng về bộ giá trị riêng của 𝑋 là (1; −1; 0). 

Bước 4: Gọi 𝑝𝑋(𝑡) là đa thức đặc trưng của 𝑋. Ta có đa thức đặc trưng là 

𝑝𝑋(𝑡) = 𝑡(𝑡 − 1)(𝑡 + 1) = 𝑡3 − 𝑡 

Bước 5: Ta có 𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡 = 𝑡3 − 𝑡 + 𝑡2 + 2𝑡. Do đó được 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 = 𝑋2 + 2𝑋 

hay ta có phương trình 𝑋2 + 2𝑋 = 𝐵. 

Gọi 𝑋 là một nghiệm của phương trình 𝑋2 + 2𝑋 = 𝐵, ta luôn có 𝐵𝑋 = 𝑋𝐵. 

Giả sử 𝑋 = (

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

) ta có 𝐵𝑋 = (
3𝑎1 3𝑎2 3𝑎3

−𝑏1 −𝑏2 −𝑏3

0 0 0

) , 𝑋𝐵 = (
3𝑎1 −𝑎2 0
3𝑏1 −𝑏2 0
3𝑐1 −𝑐2 0

) 

Từ 𝐵𝑋 = 𝑋𝐵 ta suy ra 

𝑎2 = 𝑎3 = 𝑏1 = 𝑏3 = 𝑐1 = 𝑐2 = 0. 

Vậy 𝑋 là ma trận chéo dạng 𝑋 = (

𝑎1 0 0
0 𝑏2 0
0 0 𝑐3

). 

Thay vào phương trình 𝑋2 + 2𝑋 = 𝐵 ta thu được đẳng thức: 

(

𝑔(𝑎1) 0 0

0 𝑔(𝑏2) 0

0 0 𝑔(𝑐3)
) = (

3 0 0
0 −1 0
0 0 0

) 

Trong đó, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥. Từ đó, ta có các phương trình: 

{

𝑎1
2 + 2𝑎1 = 3

𝑏2
2 + 2𝑏2 = −1

𝑐3
2 + 2𝑐3 = 0

 

Giải các phương trình trên ta được 𝑎1 = 1 hoặc 𝑎1 = −3, 𝑏2 = −1 và 𝑐3 = 0 hoặc 𝑐3 =

−2. Như vậy, ta có các trường hợp của ma trận 𝑋 là: 

𝑋 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

) ; 𝑋 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 −2

) 

𝑋 = (
−3 0 0
0 −1 0
0 0 0

) ; 𝑋 = (
−3 0 0
0 −1 0
0 0 −2

) 

Do ma trận 𝑋 có duy nhất một bộ giá trị riêng và không kể đến thứ tự là (1; −1; 0) nên 

chỉ có ma trận 𝑋 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

) thỏa mãn. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là 𝑋 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

). 



 

2.4. Bài tập đề nghị 

Bài tập 1. Tìm tất cả các ma trận thực vuông cấp 2 có lập phương bằng ma trận đơn vị. 

Bài tập 2. Giải phương trình 

𝑋2 + 𝑋 = (
1 1
1 1

) 

Bài tập 3. (Olympic sinh viên 2009) Tìm các ma trận thực 𝑋 thỏa mãn 

𝑋3 − 3𝑋2 = −2 (
1 1
1 1

) 

Bài tập 4. Tìm tất cả các ma trận 𝑋 ∈ 𝑀𝑎𝑡3(𝑅) thỏa mãn phương trình 

𝑋2017 + 2016𝑋 = (
2017 0 0

0 −2017 0
0 0 0

) 

3. KẾT LUẬN 

Báo cáo đã chỉ ra được phương pháo giải cho một lớp các phương trình ma trận. 

Mặc dù phương pháp trong báo cáo không đưa ra được công thức nghiệm cụ thể và không 

áp dụng được trong trường hợp tổng quát nhưng phương pháp này đã giúp định hướng 

một cách khá tường minh việc tìm ta lời giải một lớp đủ rộng các phương trình ma trận. 
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