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Tóm tắt nội dung
Báo cáo này trình bày về lý thuyết đại số tuyến tính và các ứng dụng trong hai lĩnh 
vực trọng yếu: Khoa học Dữ liệu (tối ưu hóa mô hình học sâu thông qua đạo hàm 
ma trận) và Sinh thái học định lượng (mô hình hóa động lực học quần thể bằng 
ma trận Leslie ngẫu nhiên). Bằng việc tổng hợp các nghiên cứu mới,
cấp nền tảng toán học đồng thời  phân tích các kịch bản mô phỏng phức tạp, từ cơ 
chế lan truyền ngược trong mạng nơ đến việc đánh giá tính ổn định của hệ 
sinh thái dưới tác động của biến đổi khí hậu (Caswell, H. (2001),

Nghiên cứu này khẳng định vai trò không thể thay thế của giải tích ma 
trận  trong việc giải quyết các bài toán liên ngành của thế kỷ 21. Báo cáo bao gồm 
cơ sở lý thuyết, chứng minh toán học, mô phỏng số và định hướng ứng dụng thực 
tiễn nghiên cứu.
Từ khóa: Đạo hàm ma trận, Học máy, Backpropagation trận Leslie, tốc độ 
hội tụ

Mở đầu
Sự bùng nổ của dữ liệu lớn (Big Data) và trí tuệ nhân tạo (AI) trong thập kỷ qua 
đã theo nhu cầu cấp thiết về các công cụ toán học mạnh mẽ để xử lý và tối ưu 
hóa khối lượng thông tin khổng lồ. Trong bối cảnh đó, đại số tuyến tính, đặc biệt 
là lý thuyết ma trận, đã vượt ra khỏi giới hạn của toán học thuần túy để trở thành 
"ngôn ngữ"tiêu chuẩn của khoa học dữ liệu.
Đồng thời, trong lĩnh vực sinh học và hệ thái học, việc dự báo sự thay đổi của các
quần thể sinh vật dưới tác động của con người và biến đổi tự nhiên ngày càng phụ 
thuộc hình toán học phức tạp. Mô hình ma trận Leslie, từ khi được giới 
thiệu vào năm 1945, đã liên tục được mở rộng và tinh chỉnh để đáp ứng nhu cầu 

thách thức lớn nhất hiện nay là việc kết hợp tính ngẫu nhiên 
(stochasticity) vào các hệ động lực xác định (deterministic systems).
Báo cáo này tập trung khai thác và kết nối hai nhánh ứng dụng chính:

• Tối ưu hóa học máy và học sâu: Sử dụng giải tích ma trận, đặc biệt là đạo 
ma trận và toán tử vết (Trace), để tính toán gradient trong không gian 

tham số nhiều chiều (Goodfellow, I., Bengio, Y. và Courville, A. (2016)).
• Động lực học quần thể và Phân tích phổ: Đánh giá cấu trúc phổ 
(eigenspectrum) của ma trận Leslie ngẫu nhiên để dự đoán tốc độ hội tụ và 
tính ổn định của hệ sinh thái trước các cú sốc (Tuljapurkar, S. (1990)).

Đạo hàm ma trận trong Khoa học Dữ liệu
Hạn chế của giải tích vô hướng truyền thống

Trong các mô hình học sâu (Deep Learning) hiện đại như Transformer hay Mạng
nơ chập (CNN), tập hợp các tham số thường có dạng các ma trận trọng số
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 khổng lồ. Hàm mục tiêu (hàm mất mát L) là một đại lượng vô hướng 
phản ánh sai số của mô hình.

Việc tính toán đạo hàm riêng theo từng phần tử 


không chỉ phức tạp về mặt 

hiệu còn cản trở nghiêm trọng việc tính toán song song trên các vi xử lý 
Giải pháp chuẩn mực hiện nay là chuyển sang sử dụng giải tích ma 

trận.
Phương pháp Vi phân và Toán tử Vết (Trace)

Toán tử Vết của một ma trận vuông  , ký hiệu là , là tổng các phần tử 
nằm trên đường chéo chính:

=

= 
Tính chất quan trọng nhất phục vụ cho đạo hàm ma trận là tính hoán vị vòng quanh

= =

Nguyên lý đồng nhất hệ số thông qua vi phân toàn phần được phát biểu như sau:
Đối với hàm vô hướng f(X), vi phân df có thể được biểu diễn dưới dạng tích vô 
hướng

  =      
Quy trình tính Gradient ma trận gồm 3 bước:

Viết biểu thức vi phân từ hàm gốc.
Áp dụng các quy tắc vi phân (quy tắc tích, chuỗi, hàm ngược) và tính 

chất của Vết để đưa về dạng chuẩn 

Đồng nhất hệ số để suy ra Gradient: 
= =


Ứng dụng: Lan truyền ngược (Backpropagation)
Xét một lớp ẩn cơ bản trong mạng nơ ron với phép biến đổi tuyến tính = +
và hàm kích hoạt phi tuyến = . Giả sử ta đã tính được tín hiệu sai số từ các 

lớp sau truyền về là 
=


. Áp dụng vi phân để tìm đạo hàm theo trọng số 

= =

Sử dụng tính chất hoán vị của Vết:
=

Từ đó, áp dụng nguyên lý đồng nhất hệ số, ta thu được Gradient của ma trận trọng 
số:


=

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Công thức tích ngoài (outer product) này là cốt lõi của mọi thư viện AI hiện nay 
TensorFlow), cho phép cập nhật hàng triệu trọng số thông qua một lệnh 

gọi BLAS duy nhất.
Ứng dụng trong Hệ thống gợi ý (Recommender

Hệ thống gợi ý là "trái tim" của các nền tảng số hiện đại (E
Một phương pháp phổ biến và kinh điển nhất là Phân rã ma trận (Matrix 

Thiết lập bài toán
Giả sử ta có ma trận tương tác  (ví dụ: điểm đánh giá của người dùng 

bộ phim). Ma trận này thường cực kỳ thưa thớt (sparse). Bài toán đặt ra là 
trận đặc trưng ẩn (latent features):  (đặc trưng người dùng) và 

 (đặc trưng sản phẩm) sao cho khoảng cách giữa là nhỏ nhất.
Cực tiểu hóa hàm mục tiêu

Hàm mất mát Frobenius được định nghĩa như sau:

= − = − −

Sử dụng công cụ đạo hàm ma trận đã xây dựng, lấy vi phân theo 
= − − = − −

Đồng nhất hệ số, ta có Gradient:


= − −

Tương tự cho ma trận 


= − −

Dựa vào đạo hàm này, thuật toán Alternating Least Squares (ALS) hoặc Stochastic
Gradient Descent (SGD) có thể được lập trình một cách gọn gàng để trích xuất các
quy luật ẩn từ hành vi người tiêu dùng.

Mô hình Ma trận Leslie trong Sinh thái học định lượng
Chuyển sang lĩnh vực mô hình hóa hệ thống động lực học, lý thuyết ma trận không
chỉ tối ưu hóa dữ liệu tĩnh mà còn dự báo quỹ đạo tương lai. Mô hình Leslie là 
công cụ mạnh mẽ nhất để nghiên cứu các quần thể có cấu trúc tuổi.

Cấu trúc mô hình Leslie cơ sở
Một quần thể sinh vật được chia thành n nhóm tuổi được biểu diễn bởi vectơ trạng 

 . Sự thay đổi của quần thể qua một đơn vị thời gian (năm/mùa) được 
lập mô hình tuyến tính:

+ =

Trong đó L là ma trận Leslie có dạng đặc biệt:
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−

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

Với  là hệ số sinh sản (fecundity) và  là tỉ lệ sống sót (survival rate) 
của nhóm tuổi 

Phân tích Phổ và Tốc độ hội tụ
Theo định lý Perron Frobenius đối với ma trận không âm, nếu cấu trúc sinh sản 

bị phân tách (primitive matrix), tồn tại duy nhất một giá trị riêng thực, dương 
lớn nhất gọi là giá trị riêng trội.

•  : Quần thể bùng nổ.
•  : Quần thể suy vong.
• = : Quần thể ổn định quy mô.

Vectơ riêng bên phải tương ứng với biểu diễn cấu trúc lứa tuổi ổn định (Stable
Age Distribution). Tuy nhiên, khả năng phục hồi (resilience) của hệ thống sau các  
tác động của môi trường được quyết định bởi giá trị riêng lớn thứ hai, 
Tốc độ hội tụ (Damping Ratio) được định nghĩa là:

=

Tỉ số  càng lớn, biên độ dao động của cấu trúc lứa tuổi càng nhanh chóng bị triệt 

Nếu  , quần thể sẽ rơi vào trạng thái dao động nguy hiểm kéo dài.
Đánh giá Tính Ổn định dưới Biến động Ngẫu

Tác động của Nhiễu loạn Môi trường
Trong thực tế, do biến đổi khí hậu hoặc dịch bệnh, các tham số hiếm khi
là hằng số. Chúng tôi mô hình hóa sự biến động này thông qua phân phối ngẫu 

Phân tích toán học chỉ ra rằng, sự sụt giảm tỉ lệ sống sót ở các giai đoạn non trẻ 
non) không chỉ làm giảm tốc độ tăng trưởng , mà còn làm tăng mạnh mô

đun của Điều này đẩy tỉ số Damping về sát mức , phá vỡ khả năng tự cân 
bằng của hệ sinh

Công thức Độ nhạy Caswell
Sự nhạy cảm của hệ thống được tính toán qua công thức độ nhạy (Sensitivity):


= =


Trong đó là vectơ riêng bên trái (thể hiện Giá trị sinh sản 
phần tử ma trận có tích cao nhất chính là "yết hầu" của hệ sinh thái. Can 

thiệp bảo tồn cần dồn lực vào việc ổn định các tham số này.
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Kịch bản Mô phỏng và Thực nghiệm Số
Thiết lập mô phỏng

Chúng tôi tiến hành mô phỏng trên một quần thể giả định với vòng đời =
tuổi. Thuật toán mô phỏng được viết bằng Python, sử dụng thư viện SciPy 

để phân cấu trúc phổ ma trận.
Kịch bản A (Cơ sở)

Giá trị riêng trội (λ1): 1.2350
Giá trị riêng lớn thứ hai (|λ2|): 0.7922
Tỉ số Damping (ρ): 1.5590

Kịch bản B (Sốc con non: Nhóm 1 4 giảm 40%) 
Giá trị riêng trội (λ1): 0.8876
Giá trị riêng lớn thứ hai (|λ2|): 0.6327
Tỉ số Damping (ρ): 1.4028

Kịch bản C (Sốc cá thể già: Nhóm 11 15 giảm 40%)
Giá trị riêng trội (λ1): 1.2350
Giá trị riêng lớn thứ hai (|λ2|): 0.7969
Tỉ số Damping (ρ): 1.5498

Phân tích Quỹ đạo Phục hồi
Kết quả cho thấy sự phân kỳ cấu trúc vô cùng rõ rệt: Ở Kịch bản B, hệ thống gần
như sụp đổ về mặt cấu trúc. Vectơ trạng thái dao động hỗn loạn, tạo ra những 
đợt bùng nổ dân số giả tạo xen kẽ với các đợt suy giảm nghiêm trọng. Quần thể 
mất tới hơn chu kỳ mới có thể khôi phục lại cấu trúc tuổi cân bằng.
Ngược lại, ở Kịch bản C, tác động lên là không đáng kể do giá trị sinh 
sản w của nhóm tuổi già tiệm cận . Quần thể tự điều chỉnh và hấp thụ cú sốc chỉ 
trong vỏn vẹn chu kỳ.
Điều này cung cấp một minh chứng cho các chiến lược bảo tồn: Ưu tiên bảo vệ 
không gian sinh trưởng của con non mang lại hiệu quả cao gấp nhiều lần so với 
việc bảo vệ các cá thể già cỗi đã qua độ tuổi sinh sản tối ưu.

Kết luận và định hướng
Kết luận

Báo cáo này đã khẳng định sự giao thoa mạnh mẽ giữa toán học trừu tượng
bài toán thực tiễn. Dù là tối ưu hóa không gian tham số trong hệ thống trí tuệ nhân 
tạo (thông qua đạo hàm ma trận), hay phân tích khả năng sinh tồn của một hệ sinh
thái (thông qua phân tích phổ ma trận Leslie), cấu trúc đại số tuyến tính rất quan 
trọng và thiết yếu.

Định hướng
Hệ thống lý thuyết trình bày mở ra nhiều hướng nghiên cứu sâu hơn cho tương lai:

Mạng nơ ron sinh thái học: Sử dụng các kiến trúc Học sâu được tối 
ưu bằng ma trận để học và xấp xỉ các ma trận Leslie phi tuyến tính thay đổi 
theo thời gian.

Hệ thống đa quần thể: Mở rộng ma trận Leslie thành hệ ma trận khối 
(Block Matrices) để xét đến sự di cư giữa các quần thể trong

Tối ưu hóa ràng buộc: Phát triển các hàm mất mát mới kết hợp điều 
kiện ràng buộc môi trường để tạo ra hệ thống gợi ý hiệu quả cao.
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