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1. MỞ ĐẦU 

 

Bài toán đếm giữ một vị trí đặc biệt trong toán học rời rạc vì nó vừa gần gũi với 

trực giác, vừa đòi hỏi sự chính xác cao trong việc mô tả đối tượng. Một lời giải đếm 

đúng không chỉ đưa ra một con số; nó phải chỉ rõ mỗi cấu trúc của từng cấu hình. Chính 

yêu cầu đó làm cho bài toán đếm trở thành môi trường tốt để rèn luyện tư duy lập luận, 

khả năng tổ chức chứng minh và năng lực chuyển đổi giữa nhiều mô hình toán học. 

Trong các kì thi Olympic Toán học dành cho sinh viên, bài toán đếm xuất hiện 

dưới nhiều hình thức. Có bài toán được trình bày trực tiếp bằng ngôn ngữ tổ hợp như 

chọn vị trí, phân phối đồ vật, tô màu hay đếm đường đi. Có bài lại ẩn trong đại số tuyến 

tính, chẳng hạn đếm các ma trận thỏa mãn một điều kiện cấu trúc; hoặc ẩn trong bài toán 

đa thức, đồ thị và truy hồi. Một số đề yêu cầu tìm số lượng chính xác, trong khi một số 

đề dùng tư tưởng đếm để chứng minh sự tồn tại bằng nguyên lý Dirichlet hoặc bằng cách 

đếm cùng một tập hợp theo hai cách. 

Báo cáo này được xây dựng từ các kỷ yếu Kỳ thi Olympic Toán học Sinh viên - 

Học sinh toàn quốc; đồng thời sử dụng các đề Olympic Đại số của Trường Đại học Mỏ 

- Địa, lời giải được biên soạn lại theo hướng chi tiết, thống nhất ký hiệu và làm rõ ý 

tưởng trung tâm. 
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2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT 

 

2.1. Nguyên lý đếm và các mô hình cơ bản 

Một bài toán đếm yêu cầu xác định số phần tử của một tập hữu hạn hoặc số cấu 

hình thỏa mãn một hệ điều kiện. Trước khi áp dụng công thức, cần xác định rõ hai cấu 

hình được xem là khác nhau khi nào. Đây là bước quyết định, bởi cùng một tình huống 

có thể dẫn đến các đáp số khác nhau nếu các đối tượng được coi là phân biệt hoặc không 

phân biệt. 

Nguyên lý cộng. Nếu tập 𝑆 được phân hoạch thành các tập con đôi một rời nhau 

𝑆₁, 𝑆₂, … , 𝑆ₖ, thì số phần tử của 𝑆 bằng tổng số phần tử của các phần. 

|𝑆|  =  |𝑆₁|  +  |𝑆₂|  + ···  + |𝑆ₖ|. 

Khi sử dụng nguyên lý cộng, hai yêu cầu phải được kiểm tra: mọi cấu hình phải 

rơi vào ít nhất một trường hợp và không cấu hình nào rơi vào hai trường hợp.  

Nguyên lý nhân. Nếu một cấu hình được xây dựng qua 𝑘 bước và ở bước thứ 𝑖 luôn có 

nᵢ lựa chọn sau khi các bước trước đã được ấn định, thì số cấu hình bằng tích các số lựa 

chọn. 

𝑁 =  𝑛₁𝑛₂ ··· 𝑛ₖ. 

Nguyên lý nhân đặc biệt hữu ích khi các đối tượng có nhãn.  

Hoán vị, chỉnh hợp và tổ hợp. Số hoán vị của n phần tử phân biệt là 𝑛!. Số cách chọn 

có thứ tự 𝑘 phần tử từ 𝑛 phần tử là 𝐴(𝑛, 𝑘), còn số cách chọn không thứ tự là 𝐶(𝑛, 𝑘). 

𝐴(𝑛, 𝑘) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!
,      

𝐶(𝑛, 𝑘) =
𝑛!

[𝑘! (𝑛 − 𝑘)!]
. 

Khi một tập được chia thành các nhóm có kích thước 𝑛₁, … , 𝑛ᵣ, số cách gán n đối 

tượng phân biệt vào các nhóm đã đặt tên là hệ số đa thức. 
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𝑛!

𝑛ଵ! 𝑛ଶ! ··· 𝑛ᵣ!
,     𝑛₁ +··· +𝑛ᵣ = 𝑛. 

Phương pháp vách ngăn. Số nghiệm nguyên không âm của 𝑥₁ +··· +𝑥ᵣ =  𝑛 bằng 

𝐶(𝑛 + 𝑟 − 1, 𝑟 − 1). Số nghiệm nguyên dương bằng 𝐶(𝑛 − 1, 𝑟 − 1). 

Cách chứng minh quen thuộc là biểu diễn 𝑛 vật giống nhau bởi 𝑛 dấu chấm và 

dùng 𝑟 − 1 vách ngăn. Phương pháp này cũng giải quyết việc đếm đơn thức: đơn thức 

𝑥ᵃ𝑦ᵇ𝑧ᶜ bậc 𝑑 tương ứng với nghiệm không âm 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑑.  

Chọn vị trí không kề nhau. Số cách chọn 𝑘 vị trí trong một hàng 𝑛 vị trí sao cho không 

có hai vị trí được chọn liên tiếp là 𝐶(𝑛 − 𝑘 + 1, 𝑘).  

Chứng minh. Nếu 1 ≤ 𝑖₁ < 𝑖₂ <···< 𝑖ₖ ≤ 𝑛 và 𝑖ⱼ₊₁ ≥ 𝑖ⱼ + 2, đặt 𝑗ₜ = 𝑖ₜ − (𝑡 − 1). 

Khi đó 1 ≤ 𝑗₁ <···< 𝑗ₖ ≤ 𝑛 − 𝑘 + 1. Phép đổi biến là một song ánh với các tập con k 

phần tử của tập có 𝑛 − 𝑘 + 1 phần tử. Từ đó ta có kết quả. 

2.2. Nguyên lý bù, nguyên lý Bao hàm - loại trừ 

Nguyên lý bù. Nếu việc đếm các cấu hình vi phạm dễ hơn đếm trực tiếp, ta lấy tổng số 

cấu hình trừ số cấu hình xấu. 

|𝐴|  =  |𝑆|  −  |𝑆\𝐴|. 

Nguyên lý bao hàm - loại trừ. Với các tập 𝐴₁, … , 𝐴ᵣ, số phần tử của hợp được tính bằng 

tổng xen kẽ các giao. 

|⋃𝐴ᵢ|  =  𝛴|𝐴ᵢ|  −  𝛴|𝐴ᵢ ∩ 𝐴ⱼ|  +  𝛴|𝐴ᵢ ∩ 𝐴ⱼ ∩ 𝐴ₖ|  − ··· . 

Một ứng dụng điển hình là số hoán vị không có điểm cố định. Nếu 𝐷ₙ là số hoán 

vị của 𝑛 phần tử mà không phần tử nào đứng đúng vị trí, ta chọn các tập 𝐴ᵢ gồm những 

hoán vị cố định 𝑖. Từ bao hàm - loại trừ thu được công thức dưới đây. 

𝐷ₙ =  𝑛!
𝛴௞ୀ଴

௡ (−1)ᵏ

𝑘!
. 

2.3. Đếm bằng song ánh 

Thay vì đếm trực tiếp tập A, ta thiết lập một ánh xạ một-một và lên giữa 𝐴 với một tập 

𝐵 đã biết số phần tử. 
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Song ánh có thể rất đơn giản, như biến các vị trí không kề nhau thành một tập con 

thông thường; cũng có thể mang tính cấu trúc, như chứng minh các ma trận 0-1 có nghịch 

đảo 0-1 chính là các ma trận hoán vị. Một lời giải song ánh tốt thường giải thích đồng 

thời vì sao công thức đúng và vì sao không có đếm trùng. 

2.4. Truy hồi và hàm sinh 

Truy hồi. Khi cấu hình có kích thước 𝑛 được tạo bằng cách ghép một mảnh đầu tiên rồi 

để lại bài toán cùng loại có kích thước nhỏ hơn, ta thu được hệ thức truy hồi. 

𝑅ₙ =  𝑎₁𝑅ₙ₋₁ + ···  + 𝑎ₖ𝑅ₙ₋ₖ. 

Để truy hồi có giá trị, cần nêu đầy đủ điều kiện đầu và chứng minh rằng các trường 

hợp ở bước tách đầu tiên là rời nhau và phủ hết. Với truy hồi tuyến tính hệ số hằng, 

nghiệm tường minh có thể tìm qua phương trình đặc trưng. Tuy nhiên, trong nhiều bài 

Olympic, bản thân truy hồi cùng điều kiện đầu đã là một mô tả hoàn chỉnh. 

Hàm sinh. Với dãy 𝑎₀, 𝑎₁, …, hàm sinh thường là 𝐴(𝑥) = 𝛴𝑎ₙ𝑥ⁿ. Phép nhân các hàm 

sinh mã hóa việc cộng các kích thước độc lập. 

𝐴(𝑥)𝐵(𝑥)  =  𝛴ₙ(𝛴ₖ 𝑎ₖ𝑏ₙ₋ₖ)𝑥ⁿ. 

  



8 

3. MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐẾM CHỌN LỌC 

 

3.2. Các bài toán từ kỷ yếu Olympic toán sinh viên Toàn quốc 

Bài tập 1. Một điểm đỗ xe có 30 chỗ nối liền thành một hàng. Người quản lý xếp 22 xe 

vào các chỗ sao cho 8 chỗ còn trống không có hai chỗ nào liền nhau. Hỏi có bao nhiêu 

cách xếp? 

Lời giải. Ta chỉ cần chọn tập 8 chỗ trống; sau khi các chỗ trống được xác định, 22 xe 

được hiểu là chiếm các vị trí còn lại. Gọi vị trí các chỗ trống là 𝑖₁ < 𝑖₂ <···< 𝑖₈. Điều 

kiện không kề nhau tương đương 𝑖ⱼ₊₁ ≥ 𝑖ⱼ + 2. 

Lược bỏ khoảng cách bắt buộc bằng cách đặt 𝑗ₜ = 𝑖ₜ − (𝑡 − 1). Khi đó 1 ≤ 𝑗₁ <

𝑗₂ <···< 𝑗₈ ≤ 30 − 7 = 23. Ngược lại, từ một tập 8 số 𝑗₁ <···< 𝑗₈ trong {1, … ,23}, đặt 

𝑖ₜ = 𝑗ₜ + (𝑡 − 1) thì thu được 8 vị trí không kề nhau trong 30 chỗ. Hai phép biến đổi là 

nghịch đảo của nhau. Đáp số là  𝐶(23, 8)  =  490314. 

Nhận xét. Công thức tổng quát là 𝐶(𝑛 − 𝑘 + 1, 𝑘) cho 𝑘 vị trí không kề nhau trên một 

hàng 𝑛 vị trí. Nếu các xe được xem là phân biệt và còn phải phân chúng vào 22 chỗ đã 

chọn, kết quả phải nhân thêm 22!.  

Bài tập 2. Từ ô a1, quân vua chỉ được đi sang phải, đi lên hoặc đi chéo lên-phải. Có bao 

nhiêu đường đi đến ô h8? 

Lời giải. Để đi từ a1 đến h8, tổng độ tăng theo phương ngang và phương dọc đều bằng 

7. Giả sử đường đi có đúng k bước chéo. Mỗi bước chéo đồng thời tăng một đơn vị theo 

cả hai phương, nên còn 7 − 𝑘 bước sang phải và 7 − 𝑘 bước đi lên. 

Với k cố định, tổng số bước là 14 − 𝑘. Ta chọn vị trí cho 𝑘 bước chéo, sau đó chọn 

vị trí cho 7 − 𝑘 bước ngang; các vị trí còn lại là bước dọc. Số đường đi ứng với 𝑘 là hệ 

số đa thức 

(14 − 𝑘)!

[𝑘! (7 − 𝑘)! (7 − 𝑘)!]
. 
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Cộng theo 𝑘 = 0,1, … ,7, ta được số Delannoy trung tâm 𝐷(7,7). Một dạng tương 

đương, nhận được bằng cách chọn 𝑘 tọa độ ngang và 𝑘 tọa độ dọc để ghép thành các 

bước chéo, là tổng 𝐶(7, 𝑘)ଶ2ᵏ. Kết quả là  

Σ୩ୀ଴
଻ C(7, k)²2ᵏ =  48639. 

Nhận xét. Bài toán minh họa việc phân loại theo số bước thuộc một loại đặc biệt. Khi 

chỉ có bước ngang và dọc, kết quả là 𝐶(14,7); việc cho phép bước chéo làm xuất hiện 

tổng Delannoy. 

Bài tập 3. Một khu vườn có 5 cây xà cừ, 20 cây bạch đàn và 20 cây xoan; giá mỗi cây 

lần lượt là 10, 5 và 3 triệu đồng.  

(a) Chặt 10 cây trong hai loại bạch đàn và xoan, cả hai loại đều bị chặt.  

(b) Chặt 5 cây, thu ít nhất 35 triệu đồng.  

(c) Chặt 20 trong 40 cây bạch đàn và xoan sao cho số bạch đàn còn lại nhiều hơn số 

xoan còn lại.  

Đếm số cách trong từng trường hợp. 

Lời giải. Các cây được xem là phân biệt.  

(a) Nếu chặt 𝑘 cây bạch đàn thì chặt 10 − 𝑘 cây xoan, với 1 ≤ 𝑘 ≤ 9. Kết quả là 

 𝛴௞ୀଵ
ଽ 𝐶(20, 𝑘)𝐶(20,10 − 𝑘)  =  𝐶(40,10) − 2𝐶(20,10)  =  847291016. 

(b) Gọi 𝑥, 𝑦, 𝑧 lần lượt là số cây xà cừ, bạch đàn, xoan bị chặt. Ta có 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 5 và 

điều kiện doanh thu 10𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 ≥ 35. Thay 𝑧 = 5 − 𝑥 − 𝑦, điều kiện trở thành 

7𝑥 + 2𝑦 ≥ 20. Liệt kê các bộ khả dĩ cho ta 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(2,3,0), (3,0,2), (3,1,1), (3,2,0), (4,0,1), (4,1,0), (5,0,0)}. 

Với mỗi bộ, số cách chọn là 𝐶(5, 𝑥)𝐶(20, 𝑦)𝐶(20, 𝑧). Cộng bảy trường hợp ta có 

 11400 + 1900 + 4000 + 1900 + 100 + 100 + 1 =  19401. 
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(c) Gọi 𝑦 là số bạch đàn bị chặt và 𝑧 là số xoan bị chặt. Ta có 𝑦 + 𝑧 = 20. Sau khi chặt, 

số bạch đàn còn 20 − 𝑦 và số xoan còn 20 − 𝑧. Điều kiện 20 − 𝑦 > 20 − 𝑧 tương 

đương 𝑦 < 𝑧, tức 𝑦 ≤ 9. Kết quả là 

 Σ୷ୀ଴
ଽ  C(20, y)C(20,20 − y) =

[C(40,20) − C(20,10)ଶ]

2
 =  51855874642. 

Nhận xét. Phần (c) dùng đối xứng: các trường hợp 𝑦 < 𝑧 và 𝑦 > 𝑧 có số lượng bằng 

nhau; trường hợp 𝑦 = 𝑧 = 10 phải tách riêng. Đây là kỹ thuật thường giúp rút ngắn một 

tổng tổ hợp dài. 

Bài tập 4. Trong vành 𝐹[𝑥, 𝑦, 𝑧], có bao nhiêu đơn thức bậc đúng 𝑑? Có bao nhiêu đơn 

thức bậc không vượt quá 𝑑? 

Lời giải. Một đơn thức bậc 𝑑 có dạng 𝑥ᵃ𝑦ᵇ𝑧ᶜ, trong đó 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số nguyên không 

âm và 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑑. Vì mỗi bộ số mũ xác định duy nhất một đơn thức, bài toán trở 

thành đếm nghiệm nguyên không âm của một phương trình. Kết quả là 𝐶(𝑑 + 2, 2). 

Đối với bậc không vượt quá 𝑑, ta cần đếm các bộ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≤ 𝑑. Đưa vào biến 

phụ 𝑡 = 𝑑 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 ≥ 0, ta có phương trình 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑡 = 𝑑 với bốn ẩn không 

âm. Do đó kết quả là 𝐶(𝑑 + 3, 3). 

Các đơn thức tương ứng độc lập tuyến tính và sinh toàn bộ không gian đa thức cần 

xét. Vì thế số lượng trên cũng chính là số chiều của không gian đa thức thuần nhất bậc 

d và không gian đa thức bậc không vượt quá d. 

Bài tập 5. Có 6 sinh viên phân biệt và 4 toa tàu phân biệt. Mỗi sinh viên chọn một toa, 

nhưng không toa nào có quá 2 sinh viên. Hỏi có bao nhiêu phương án? 

Lời giải. Tổng sức chứa tối đa là 8, còn có 6 sinh viên. Các dạng phân bố không vượt 

quá 2 chỉ có hai loại: (2,2,2,0) và (2,2,1,1), kể cả hoán vị các toa. 

Loại thứ nhất: chọn toa trống theo 4 cách. Với ba toa còn lại, số cách chia 6 sinh 

viên thành ba nhóm có nhãn, mỗi nhóm 2 người, là 6!/(2!2!2!). Kết quả là 

4 ·
6!

2!ଷ
 =  360. 
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Loại thứ hai: chọn hai toa nhận 2 sinh viên theo C(4,2) cách. Khi bốn toa đã có 

kích thước 2,2,1,1, số cách phân sinh viên là 6!/(2!2!1!1!). Kết quả là 

C(4,2) ·
6!

2!ଶ
 =  1080. 

Từ đó đáp số là 1440. 

Bài tập 6. Cho 𝐴 là ma trận 2 × 2 có các phần tử thuộc 𝑋 = {0,1,2,3,4,5}. Có bao nhiêu 

ma trận 𝐴 thỏa mãn 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0? 

Lời giải. Ta phân loại theo số lượng số 0 và dạng tỉ lệ của hai hàng.  

𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ. 

Với mỗi số nguyên 𝑡, đặt 𝑟(𝑡) là số cặp có thứ tự (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑋² sao cho 𝑢𝑣 = 𝑡. Chọn 

(𝑎, 𝑑) và (𝑏, 𝑐) có cùng tích 𝑡 cho đúng 𝑟(𝑡)² ma trận. 

Ta có 𝑟(0) = 11. Với các tích dương: 𝑟(1) = 1; 𝑟(2) = 𝑟(3) = 𝑟(5) = 𝑟(6) =

𝑟(8) = 𝑟(10) = 𝑟(12) = 𝑟(15) = 𝑟(20) = 2;  𝑟(4) = 3; và 𝑟(9) = 𝑟(16) =

𝑟(25) = 1. Các tích còn lại có kết quả bằng 0. Vậy đáp số là 

 11² +  9 · 2² +  3² +  4 · 1² =  170. 

Bài tập 7. Ma trận vuông cấp 𝑛 có phần tử thuộc {−1,0,1} được gọi là ma trận Olympic 

nếu tổng các phần tử trên mọi đường hoán vị đều bằng nhau. Ký hiệu 𝑓(𝑛) là số ma trận 

Olympic cấp 𝑛. Tìm 𝑓(𝑛). 

Lời giải. Điều kiện của đề tương đương với: hiệu của hai hàng bất kỳ là một vectơ hằng. 

Thật vậy, so sánh hai đường hoán vị chỉ khác nhau ở việc đổi hai cột 𝑘, 𝑙 giữa hai hàng 

𝑖, 𝑗, ta có 𝑎ᵢₖ + 𝑎ⱼₗ = 𝑎ᵢₗ + 𝑎ⱼₖ, nên 𝑎ᵢₖ − 𝑎ⱼₖ không phụ thuộc 𝑘. 

Ta phân loại theo hàng đầu tiên. Nếu hàng đầu là hằng, mỗi hàng khác cũng phải 

hằng và có 3 lựa chọn; được 3ⁿ ma trận. Nếu hàng đầu chỉ dùng 0 và 1, đồng thời cả hai 

giá trị đều xuất hiện, có 2ⁿ − 2 cách chọn hàng đầu. Mỗi hàng sau bằng hàng đầu hoặc 

kém hàng đầu một đơn vị ở mọi tọa độ; do đó có 2 lựa chọn cho mỗi hàng, tổng 

2ⁿ⁻¹(2ⁿ − 2). Trường hợp chỉ dùng 0 và -1 cho số lượng tương tự. 
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Nếu hàng đầu chứa đồng thời 1 và -1, các hàng khác buộc phải bằng hàng đầu. Số 

hàng đầu kiểu này là tổng 3ⁿ trừ các hàng đã nằm trong ba loại trước: ba hàng hằng và 

hai họ nhị phân không hằng. Kết quả là 3ⁿ − 2 · 2ⁿ + 1. 

𝑓(𝑛) = 3ⁿ + 2 · 2ⁿ⁻¹(2ⁿ − 2) + (3ⁿ − 2 · 2ⁿ + 1). 

𝑓(𝑛) = 4ⁿ + 2 · 3ⁿ − 4 · 2ⁿ + 1. 

Kiểm tra 𝑛 = 2 cho 𝑓(2) = 16 + 18 − 16 + 1 = 19. 

Nhận xét. Đây là ví dụ tiêu biểu về đếm cấu trúc đại số. Bước khó không phải tính tổng 

cuối cùng mà là chuyển điều kiện trên 𝑛! đường hoán vị thành quan hệ đơn giản giữa 

các hàng. 

Bài tập 8. Ký hiệu 𝑃ₙ là tập các ma trận khả nghịch cấp 𝑛 sao cho mọi phần tử của 𝐴 

và 𝐴⁻¹ đều bằng 0 hoặc 1. Tính |𝑃ₙ|. 

Lời giải. Đặt 𝐵 = 𝐴⁻¹. Ta có 𝐴𝐵 = 𝐼. Vì các phần tử của 𝐴 và 𝐵 không âm, với 𝑖 ≠ 𝑗, 

đẳng thức 𝛴ₖ𝑎ᵢₖ𝑏ₖⱼ = 0 kéo theo 𝑎ᵢₖ𝑏ₖⱼ = 0 với mọi 𝑘. Với 𝑖 = 𝑗, tổng 𝛴ₖ𝑎ᵢₖ𝑏ₖᵢ = 1, nên 

có đúng một chỉ số 𝑘 mà 𝑎ᵢₖ = 𝑏ₖᵢ = 1. 

Chỉ số 𝑘 nói trên là duy nhất cho mỗi 𝑖. Nếu hai hàng 𝑖 khác nhau dùng cùng một 

cột 𝑘 làm vị trí 1 đặc biệt, từ 𝐴𝐵 = 𝐼 sẽ phát sinh hai phần tử 1 trong cùng một cột của 

tích, mâu thuẫn. Do đó mỗi hàng của 𝐴 có đúng một phần tử 1 và các vị trí này nằm ở 

các cột khác nhau. Vì 𝐴 khả nghịch, mỗi cột cũng có đúng một phần tử 1. 

Vậy 𝐴 là ma trận hoán vị. Ngược lại, mọi ma trận hoán vị có nghịch đảo là ma trận 

chuyển vị, cũng là ma trận 0-1. Do đó 𝑃ₙ song ánh với nhóm hoán vị 𝑆ₙ. 

|𝑃ₙ|  =  𝑛!. 

Nhận xét. Lời giải là một song ánh cấu trúc. Điều kiện cả 𝐴 và 𝐴⁻¹ triệt tiêu khả năng 

các tổng ngoài đường chéo có sự bù trừ. 

Bài tập 9. Trong bức tường gạch xếp so le, đếm số cách trong mỗi trường hợp sau: 

(a) chọn một viên ở mỗi trong ba hàng, không có hai viên kề nhau;  

(b) với bốn hàng, chọn một viên ở mỗi hàng cùng điều kiện.  
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Lời giải. 

(a) Hàng giữa có 5 viên. Nếu chọn một trong bốn viên đầu của hàng giữa, ở mỗi 

hàng trên và dưới có 3 viên không kề với nó, tạo 3 · 3 = 9 cách. Với viên cuối theo cách 

ký hiệu của nguồn, có 4 lựa chọn ở mỗi hàng ngoài, tạo 16 cách. Vì vậy kết quả là 

 4 · 9 + 16 =  52. 

(b) Xét trước cặp viên được chọn ở hai hàng giữa. Có 16 cặp không kề nhau như 

danh sách trong hướng dẫn giải. Với mỗi cặp (𝑃, 𝑄), số lựa chọn ở hàng trên chỉ phụ 

thuộc 𝑃 và số lựa chọn ở hàng dưới chỉ phụ thuộc 𝑄. Các số này bằng 3, ngoại trừ hai vị 

trí biên cho 4 lựa chọn. Cộng các tích tương ứng cho 16 cặp, ta được kết quả là 

9 · 3 · 3 +  6 · 4 · 3 +  4 · 4 =  169. 

Bài tập 10. Trên 41 vị trí, cờ xanh ở các vị trí 1, 5, 9,…, 41 và 30 vị trí còn lại là cờ đỏ. 

Chọn một cờ xanh và một cờ đỏ để đổi chỗ sao cho sau đổi vẫn không có hai cờ xanh 

kề nhau. Đếm số cách chọn. 

Lời giải. Cố định cờ xanh được chuyển đi. Với cờ xanh ở vị trí 1, cờ đỏ mới chuyển về 

vị trí 1 không gây xung đột; vị trí nhận cờ xanh phải không kề cờ xanh nào còn lại. Trong 

đoạn đầu có hai vị trí hợp lệ, còn ở mỗi đoạn không chứa vị trí 1 như một đầu mút chỉ 

có vị trí đỏ ở giữa là hợp lệ. Tổng cộng cờ xanh ở vị trí 1 có 11 lựa chọn. Vị trí 41 đối 

xứng, cũng có 11 lựa chọn. 

Mỗi cờ xanh bên trong, ở các vị trí 5, 9,…, 37, là đầu chung của hai khoảng. Trong 

hai khoảng kề nó có tổng 4 cờ đỏ có thể nhận cờ xanh sau khi cờ hiện tại được lấy đi; 

trong 8 khoảng còn lại, mỗi khoảng chỉ có cờ đỏ ở giữa là hợp lệ. Do đó mỗi cờ xanh 

bên trong có 4 + 8 = 12 lựa chọn. Kết quả là 

 2 · 11 +  9 · 12 =  130. 
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Bài tập 11. Ở 49 giao điểm của một bảng 7 × 7, mỗi điểm được ghi 0 hoặc 1. Chứng 

minh tồn tại một hình chữ nhật có bốn đỉnh cùng được ghi 0 hoặc cùng được ghi 1. 

 

Lời giải. Với mỗi cột, xét các cặp điểm cùng mang một giá trị. Nếu cột đó có 𝑎 điểm 

ghi 0 thì có 𝐶(𝑎, 2) cặp 0 và 𝐶(7 − 𝑎, 2) cặp 1. Tổng số cặp cùng giá trị trong cột là 

𝐶(𝑎, 2) + 𝐶(7 − 𝑎, 2) = (𝑎 − 3)(𝑎 − 4) + 9 ≥ 9. 

Bảy cột tạo ra ít nhất 7 · 9 = 63 cặp “hai hàng - một giá trị”. Chỉ có 𝐶(7,2) = 21 

cặp hàng. Theo nguyên lý Dirichlet, có một cặp hàng xuất hiện ít nhất ba lần trong 63 

cặp kể trên. 

Ba lần xuất hiện tương ứng với ba cột và mỗi lần mang nhãn 0 hoặc 1. Trong ba 

nhãn này, có hai nhãn bằng nhau. Hai hàng và hai cột tương ứng tạo thành một hình chữ 

nhật mà bốn đỉnh cùng mang nhãn đó. 

Bài tập 12. Điền vào bảng 10×10 các số nguyên dương không vượt quá 10 sao cho hai 

ô chung cạnh hoặc chung đỉnh chứa hai số nguyên tố cùng nhau. Chứng minh có một số 

xuất hiện ít nhất 17 lần. 

Lời giải. Chia bảng thành 25 khối 2 × 2 không giao nhau. Trong mỗi khối, mọi cặp ô 

đều chung cạnh hoặc chung đỉnh. Vì hai số chẵn không nguyên tố cùng nhau, mỗi khối 

có nhiều nhất một số chẵn. Tương tự, mỗi khối có nhiều nhất một số chia hết cho 3. 

Do đó trong mỗi khối có ít nhất hai số vừa lẻ vừa không chia hết cho 3. Toàn bảng 

có ít nhất 25 · 2 = 50 ô mang số lẻ không chia hết cho 3. 
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Trong các số 1,…,10, chỉ có 1,5,7 là lẻ và không chia hết cho 3. Phân 50 lần xuất 

hiện vào ba giá trị này, Dirichlet cho một giá trị xuất hiện ít nhất 

඄
50

3
ඈ =  17 

lần, điều phải chứng minh.  

3.2. Các bài toán từ Olympic toán Đại học Mỏ Địa chất 

Bài tập 13. Mỗi đỉnh của một lục giác được tô một trong ba màu xanh, đỏ, vàng sao cho 

hai đỉnh kề nhau có màu khác nhau. Hỏi có bao nhiêu cách tô? 

Lời giải. Đây là số cách tô đúng chu trình 𝐶₆ bằng 3 màu. Ta có thể dùng công thức đa 

thức sắc của chu trình: với 𝑞 màu, số cách tô 𝐶ₙ 𝑙à (𝑞 − 1)ⁿ + (−1)ⁿ(𝑞 − 1).  

Thay 𝑞 = 3, 𝑛 = 6 được 2⁶ + 2 = 66. 

Để thấy trực tiếp, cố định màu đỉnh đầu theo 3 cách. Tô tuần tự năm đỉnh tiếp theo, 

mỗi đỉnh có 2 lựa chọn khác đỉnh trước; tuy nhiên phải loại hoặc điều chỉnh theo việc 

đỉnh cuối trùng màu đỉnh đầu. Truy hồi hai trạng thái “màu hiện tại bằng màu đầu” và 

“khác màu đầu” dẫn đến công thức trên. Kết quả là 

(3 − 1)⁶ + (3 − 1) = 66. 

Bài tập 14. Ma trận 4 × 4 có mỗi phần tử bằng 1 hoặc 2. Tổng bốn phần tử trong mọi 

khối tạo bởi hai hàng liên tiếp và hai cột liên tiếp đều bằng 6. Có bao nhiêu ma trận? 

Lời giải. Mỗi khối 2 × 2 phải có đúng hai số 1 và hai số 2.  

Xét hàng đầu. Nếu hàng đầu không xen kẽ hoàn toàn, tức không phải 1212 hoặc 2121, 

thì từ mỗi cặp hai phần tử liên tiếp của hàng đầu, cặp tương ứng ở hàng dưới được xác 

định duy nhất để khối 2 × 2 có hai số 1, hai số 2. Do đó toàn bộ ba hàng sau được xác 

định duy nhất. Có 2⁴ − 2 = 14 hàng đầu loại này. 

Nếu hàng đầu là 1212 hoặc 2121, hàng kế tiếp có hai lựa chọn: giữ mẫu hoặc đổi 

mẫu. Mỗi hàng sau tiếp tục có hai lựa chọn độc lập theo cùng quy tắc. Có 2 cách chọn 

hàng đầu và 2³ cách chọn ba hàng còn lại. Kết quả là 

(2⁴ − 2) + 2 · 2³ =  14 + 16 =  30. 
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Bài tập 15. Điền số nguyên không âm vào bảng 4 × 4 sao cho có đúng một số 0; hai ô 

chung cạnh có hiệu tuyệt đối không quá 1; mỗi số dương kề ít nhất một số nhỏ hơn nó. 

Có bao nhiêu cách điền? 

Lời giải. Gọi ô chứa 0 là ô gốc 𝑂. Với một ô 𝑋, lấy đường đi giảm dần: do mỗi số dương 

kề một số nhỏ hơn, từ 𝑋 ta đi qua các ô có giá trị giảm ít nhất 1 cho đến 𝑂. Vì hiệu hai 

ô kề không quá 1, mỗi bước giảm đúng 1. Do đó giá trị tại 𝑋 ít nhất bằng khoảng cách 

vuông 𝑑(𝑋, 𝑂). 

Ngược lại, đi theo một đường ngắn nhất từ 𝑂 đến 𝑋. Bắt đầu từ 0 và mỗi bước tăng 

không quá 1, nên giá trị tại 𝑋 không vượt quá số bước, tức không vượt 𝑑(𝑋, 𝑂). Hai đánh 

giá cho 

giá trị tại 𝑋 =  𝑑(𝑋, 𝑂). 

Vì vậy, sau khi chọn ô gốc, toàn bộ bảng được xác định duy nhất. Có 16 cách chọn 

ô gốc và mọi lựa chọn đều tạo một bảng thỏa mãn. Kết quả là 16. 

Bài tập 16. Trong tập {1,2,…,16}, có bao nhiêu cấp số cộng tăng dần gồm đúng bốn 

phần tử? 

Lời giải. Một bộ có dạng (𝑎, 𝑎 + 𝑑, 𝑎 + 2𝑑, 𝑎 + 3𝑑), với 𝑑 ≥ 1 và 𝑎 + 3𝑑 ≤ 16. Vì thế 

𝑑 ≤ 5. Với 𝑑 cố định, 𝑎 có thể nhận các giá trị 1, … ,16 − 3𝑑, tức có 16 − 3𝑑 lựa chọn. 

Kết quả là 

13 + 10 + 7 + 4 + 1 = 35. 

Bài tập 17. Hình sau gồm ba hình vuông đơn vị ghép thành một hàng. Mỗi cạnh đơn vị 

được tô xanh, đỏ hoặc vàng. Trong bốn cạnh của mỗi ô vuông phải có đúng hai màu, 

mỗi màu xuất hiện đúng hai cạnh. Hỏi có bao nhiêu cách tô hình? 
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Lời giải. Xét bốn cạnh thẳng đứng tạo thành biên trái, hai cạnh chung ở giữa và biên 

phải. Chọn màu cho bốn cạnh này trước; có 3⁴ cách. Với mỗi ô vuông, hai cạnh đứng 

trái và phải đã biết. 

Nếu hai cạnh đứng cùng màu, hai cạnh ngang phải cùng mang một màu khác; có 

2 lựa chọn. Nếu hai cạnh đứng khác màu, hai cạnh ngang phải nhận đúng hai màu đó, 

mỗi màu một lần; có 2 cách sắp thứ tự trên - dưới. Như vậy, bất kể hai màu biên đứng 

như thế nào, mỗi ô luôn có đúng 2 cách tô hai cạnh ngang. 

Ba ô có các cặp cạnh ngang khác nhau, nên sau khi màu các cạnh đứng được cố 

định, các lựa chọn của ba ô độc lập. Kết quả là 

3⁴ · 2³ =  648. 

Bài tập 18. Ma trận 5 × 5 được điền các số 1, 2,…, 25 theo thứ tự từng hàng.  

(a) Chọn mỗi hàng một phần tử, năm phần tử khác cột nhau. Tổng S có thể nhận bao 

nhiêu giá trị?  

(b) Có bao nhiêu cách chọn bốn phần tử khác hàng, khác cột và cùng tính chẵn lẻ? 

 

Lời giải.  

(a) Nếu ở hàng 𝑖 chọn cột 𝜎(𝑖), với 𝜎 là một hoán vị của {1,…,5}, phần tử được chọn là 

5(𝑖 − 1) + 𝜎(𝑖). Vì tổng các giá trị 𝜎(𝑖) luôn bằng 15, 

𝑆 = 5𝛴(𝑖 − 1) + 𝛴𝜎(𝑖) = 50 + 15 = 65. 

Do đó 𝑆 chỉ nhận một giá trị. 
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(b) Các hàng lẻ tạo mẫu 3-2-3-2-3 theo số ô lẻ của từng hàng. Chọn bốn số lẻ có hai 

dạng.  

Dạng 2 hàng loại 3 và 2 hàng loại 2: có 𝐶(3,2) · 𝑃(3,2) · 2! = 36 cách.  

Dạng 3 hàng loại 3 và 1 hàng loại 2: có 3! · 2 · 2 = 24 cách. Tổng số cách chọn bốn số 

lẻ là 60. 

Với số chẵn, mẫu đổi thành 2-3-2-3-2. Để chọn bốn ô khác hàng, cột, bắt buộc dùng 2 

hàng loại 2 và 2 hàng loại 3; số cách là 𝐶(3,2) · 2! · 𝑃(3,2) = 36. Vậy kết quả là 

60 + 36 = 96. 

Bài tập 19. Hình sau gồm chín hình vuông đơn vị ghép thành bảng 3 × 3. Tô mỗi cạnh 

đơn vị bằng một trong ba màu sao cho trong bốn cạnh của mỗi ô có đúng hai màu, mỗi 

màu xuất hiện đúng hai lần. Đếm số cách tô. 

 

Lời giải.  Xử lý từng hàng ba ô từ trên xuống. Trước một hàng, ba cạnh ngang phía trên 

đã có màu; đây là trạng thái biên. Chọn thêm màu của cạnh đứng ngoài cùng bên trái 

theo 3 cách. 

Xét một ô từ trái sang phải. Khi màu cạnh trên và cạnh trái đã biết, luôn có đúng 2 

cách chọn đồng thời cạnh dưới và cạnh phải: nếu hai cạnh đã biết cùng màu, hai cạnh 

mới phải cùng mang một màu khác; nếu chúng khác màu, hai cạnh mới phải mang lại 

đúng hai màu đó theo một trong hai thứ tự. 

Vì vậy, với mỗi trạng thái biên trên cố định, một hàng ba ô có 

3 · 2³ = 24 
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cách mở rộng, đồng thời tạo ra một trạng thái biên dưới mới. Ban đầu ba cạnh trên cùng 

có 3³ = 27 cách chọn. Ba hàng được mở rộng liên tiếp, mỗi hàng nhân 24 cách, nên kết 

quả là 

3³ · 24³ = 373248. 

Bài tập 20. Phát triển từ Olympic Đại số Trường Đại học Mỏ - Địa chất. 

Với 𝑞 ≥ 2, đếm số cách tô các đỉnh của chu trình đơn 𝐶௡ bằng 𝑞 màu sao cho hai 

đỉnh kề nhau khác màu. 

Lời giải. Cố định màu của đỉnh đầu. Sau khi tô một đường gồm 𝑛 đỉnh, ta theo dõi hai 

số: 𝑎௡ là số cách mà đỉnh cuối cùng có cùng màu với đỉnh đầu, 𝑏௡ là số cách mà chúng 

khác màu. Ta có 𝑎ଵ = 1, 𝑏ଵ = 0 và 

a୫ାଵ = b୫,     b୫ାଵ = (q − 1)a୫ + (q − 2)b୫. 

Số cách tô chu trình sau khi màu đầu đã cố định là  . Giải truy hồi, hoặc dùng đa 

thức đặc trưng, cho ta 

b୬ =
[(q − 1)ⁿ + (−1)ⁿ(q − 1)]

q
. 

Nhân 𝑞 cách chọn màu đỉnh đầu, số cách tô chu trình là 

(q − 1)ⁿ + (−1)ⁿ(q − 1). 
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4. KẾT LUẬN 

 

Báo cáo đã hệ thống hóa các công cụ cơ bản và nâng cao thường xuất hiện trong 

bài toán đếm ở các kì thi Olympic: nguyên lý cộng - nhân, tổ hợp, phương pháp vách 

ngăn, nguyên lý bù và bao hàm - loại trừ, phương pháp song ánh, truy hồi, hàm sinh.  

Phần trọng tâm tuyển chọn các bài toán từ các Kỷ yếu Olympic Toán học Sinh viên 

- Học sinh toàn quốc giai đoạn 2022-2025 và các đề Olympic Đại số Trường Đại học 

Mỏ - Địa chất. Các bài toán trải rộng từ chọn vị trí, đường đi, phân phối, tô màu, lát hình 

đến đếm ma trận.  

Qua hệ thống ví dụ, có thể thấy giá trị của bài toán đếm không nằm ở việc áp dụng 

một công thức duy nhất. Khâu quan trọng nhất là mô hình hóa: xác định đúng cấu hình, 

tìm tham số phân loại và kiểm soát đếm trùng. Những bài có vẻ thuộc đại số tuyến tính 

hoặc lý thuyết ma trận vẫn có thể quy về một bài toán đếm sau khi điều kiện cấu trúc 

được rút gọn. Ngược lại, những bài tổ hợp trực tiếp thường cần một cách nhìn đại số như 

hàm sinh hoặc ma trận chuyển để đạt lời giải ngắn gọn. 

Tài liệu có thể dùng làm tài liệu tham khảo cho giảng viên tổ chức chuyên đề và 

tập bài luyện cho sinh viên. Việc kết hợp chứng minh lý thuyết với kiểm tra tính toán sẽ 

giúp nâng cao độ tin cậy và hiệu quả bồi dưỡng Olympic. 

Tài liệu hy vọng góp phần hỗ trợ giảng viên trong công tác tuyển chọn, bồi dưỡng 

đội tuyển và giúp sinh viên hình thành thói quen mô hình hóa, kiểm tra đếm lặp và trình 

bày lời giải chặt chẽ. 
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