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1. MO PAU

Ly thuyét do thi hinh thanh tir nhu cau mé hinh hoa nhirng quan hé roi rac gitta céc
d6i tugng. Mot trong nhitng bai toan md dau ¢ y nghia lich sir dic biét 1a bai toan bay
cdy cau ¢ Konigsberg: lidu c6 thé thuc hién mot hanh trinh di qua mbi cdy cau ding mot
lan hay khong. Trong cong trinh viét nim 1735 va cong bd nam 1741, Leonhard Euler da
loai bo cac yéu td hinh hoc khong thiét yéu ctia ban do, chi giit lai cac mién dat va cac
cdy cau ndi chung. Cach triru tugng héa nay din dén viéc khao sat bac cua cac dinh va
thuong dugce xem 13 diém khéi ddu cua 1y thuyét do thi ciing nhu mét trong nhiing tién
dé cua to pod hoc t6 hop.

Tu bai toan lich st do, khai ni¢ém dudng di Euler va chu trinh Euler dugc phat trién
thanh mgt nd1 dung co ban cua toan hoc roi rac. Piém ndi bat cua ly thuyét Euler 1a su
turong phan gitra phat biéu rat truc quan va tiéu chuan ton tai don gian: ddi voi mot do thi
v6 hudng lién thong, viéc di qua mdi canh dung mot 1an duoc quyét dinh hoan toan boi
tinh chin 1é cta bac cc dinh. Tiéu chuin nay khong chi cho phép chimg minh sy ton tai
hoic khong ton tai ctia hanh trinh, ma con dan téi cac thudt toan xay dung c6 do phuc tap

tuyén tinh theo kich thudc db thi.



2.COSOLY THUYET
2.1. P6 thi, bic va tinh lién thong

Dinh nghia. M{t dd thi vo hudng hiru han 1a mét cdp G = (V, E), trong do V 1a tap
hitu han cac dinh va E 13 mot ho cac canh; mdi canh lién két hai dinh, c6 thé trung nhau
trong truong hop c6 khuyén. Néu khong c6 khuyén va khong co hai canh cing ndi mot
cap dinh thi G dugc goi la d thi don. Néu cho phép cac canh song song, ta thu duoc da
db thi. Trong cac bai toan tuyén dudng, da d thi thudng ty nhién hon db thi don vi hai
nut giao c6 thé dugc ndi boi nhiéu dudng khac nhau.

Hai dinh u va v dugc goi la ké nhau néu c6 mét canh ndi ching. Mot canh e c6 hai
dau mat u, v duoc ky hiéu e = uv. Tap cac canh lién thudc véi dinh v quyét dinh murc do
két ndi cuc bo ctia v. Khai niém nay dugc lugng hoa boi bac cua dinh va la dai lugng
trung tm trong 1y thuyét Euler.

Pinh nghia. Bic cua dinh v, ky hiéu d(v), 1a sé canh lién thudc voi v; mdi khuyén
tai v duoc tinh hai 1an. Pinh c6 bac chin duge goi 1a dinh chan, dinh c6 bac 1¢ dugc goi
la dinh 1¢. Pinh bac 0 1a dinh c6 1ap, con dinh bac 1 thuong duoc goi 1a dinh treo.

Pinh ly. Trong moi da d6 thi v6 huéng hitu han, tong bac cua tit ca cac dinh bang
hai 1an s6 canh. Két qua nay thuong dugc goi 1a bo dé bit tay.

Zd(v) = 2|E|

vevy
Hé qua. S6 dinh bac 1é ciia mot d6 thi vo hudng hiru han ludn 13 sb chan.
[{v e V:d(v) 1¢}| = 0 (mod 2)

Mot dd thi c6 thé gém nhiéu bo phan khong lién h¢ voi nhau. Tuy nhién, mot hanh
trinh di qua moi canh chi co thé tOn tai khi tat ca cac canh c6 thé tiép can tr cung mot vi
tri. Vi vay, tinh lién thong phai duoc dua vao diéu kién cua cac dinh 1y Euler.

Dinh nghia. M4t day dinh vo, vi, ..., vi dugc goi la mot duong ndi tir vo dén vi néu
modi cap lién tiép Vi1, vi 12 hai du mit cia mot canh. Do thi G duoc goi 1a lién thong néu
v6i moi hai dinh u, v cia G déu ton tai mot dudng ndi tir u dén v. Mot thanh phan lién
thong 1a mot do thi con lién thong t6i dai.

Trong ngit canh Euler, cic dinh ¢ 1ap khong anh huéng dén viéc di qua cac canh.
Do d6, phat biéu chinh xac thudng yéu cau dd thi con sinh béi cac dinh ¢6 bac duong 1a
lién thong. Noi cach khéc, tit ca cac canh ciia do thi phai ndm trong cting mot thanh phan
lién thong; cac dinh bac 0 c6 thé bo qua.

Pinh nghia. Mot canh e cta d6 thi lién thong G dugc goi 13 cau néu xda e lam ting
s6 thanh phan lién thong. Cau biéu thi mot lién két duy nhat giira hai phan ctia mang. Néu
di qua mot cau qua sém trong qua trinh xay dung dudng di Euler, nguoi di ¢ thé bi gitr
lai trong mot phan cuia d6 thi trong khi van con canh chua sir dung & phan khac.



Pic diém trén 1 co s& cua thuat toan Fleury: tai mdi budc, tranh chon cau cta do thi
cac canh chua st dung, trir khi khong con lya chon nao khac. Tuy nhién, viéc kiém tra
cau 1ap di 1dp lai lam thuit toan nay kém hi¢u qué hon thuat toan Hierholzer. Vi viy,
Fleury c6 gia tri minh hoa va su pham, con Hierholzer phu hop véi cai dat trén dir licu
16n.

Ménh dé. Néu moi dinh ctia mot db thi lién thong G déu c6 bac chin thi G khéng co
cu.

Ménh d& cho thiy do thi lién thong chin c6 cdu triic du “khép kin” dé tiép tuc hanh
trinh ma khong bi budc phai roi khoi mot ving qua mot canh doc nhat. Tuy nhién, dé xay
dung chu trinh Euler mét cach day du, can cac khai niém duong di, duong di va chu trinh
dugc trinh bay & muc sau.

Vi du. Xét dd thi co tap dinh V = {1, 2, 3,4, 5} va tap canh E = {12, 23, 34, 41, 13,
35,51}. Taco d(1) =4, d(2) =2, d(3) = 4, d(4) = 2 va d(5) = 2. T4t ca cac dinh déu c6
bac chén, do thi lién thong va do d6 1a mot irng vién tu nhién cho chu trinh Euler.

Téng béc cua dd thi bang 4 + 2 + 4 + 2 + 2 = 14, dung bang hai 1an sb canh. Mot chu
trinh Euler cta db thi 1a 1-2-3-5—-1-4-3—1. D3y nay st dung dung bay canh va quay vé
dinh xuat phét. Vi du ciing cho thdy chu trinh Euler khéng yéu ciu mdi dinh chi xuat hién
mot 1an; diéu bi cam 1ap 1a canh, khong phai dinh.

Nhan xét. Khai niém Euler khac can ban vdi khai niém Hamilton. Chu trinh Euler
di qua mdi canh ding mot lﬁn, con chu trinh Hamilton di qua mdi dinh ding mot lan. Bai
toan Euler c6 tiéu chuan ton tai va thuat toan tuyén tinh, trong khi bai toan Hamilton n6i
chung kho hon rat nhiéu vé mat tinh toan. Viéc phan biét hai loai bai toan giup lua chon
dung mo hinh: phuc vu dudng phd, duong dng va day cap 1a bai toan trén canh; ghé thim
dia diém hoac khach hang thuong 14 bai toan trén dinh.

Trong thuc té, mot nht giao co thé dugc biéu dién boi dinh, con mdi doan duong can
phuc vu duoc biéu dién boi canh va duoc gén trong s6 1a chiéu dai, thoi gian hodc chi
phi. Khi moi nuat giao c6 s6 doan duong lién thude chan, mang da co cAu trac Euler. Néu



ton tai cac dinh 18, cAn ghép cip cac dinh d6 bang nhitng duong di bo sung dé bién mang
thanh da dd thi chin; ddy chinh 12 ¥ tudng toan hoc cua bai toan ngudi dua thu Trung
Hoa.

Mo hinh d6 thi 13 mot phép triru tuong hoéa. Khi chuyén mot mang dudng phd thanh
db thi, ta bé qua chiéu rong ciia dudng, hinh dang udn cong va vi tri dia li chinh xac néu
cac yéu td d6 khong anh huong dén yéu cau cia bai toan. Ta chi giir cac nit giao, cac
doan dudng can phuc vu va nhitng thudc tinh that su can thiét nhu chiéu dai, thoi gian
hodc hudng di. Chat lugng cia mo hinh phy thudc vao viéc lva chon dung doi tuong lam
dinh va ding d6i tuong 1am canh; mot md hinh sai c6 thé dan t6i két luan Euler dung vé
mat toan hoc nhung khong phan anh nhiém vy thyc té.

Don db thi phu hop khi giita hai dinh c6 nhiéu nhdt mét canh va khong c6 khuyén.
Trong céc mang thyc, hai tuyén dudng khac nhau c6 thé cing ndi mét cip nut giao, hoic
mot tuyén c6 thé xuit phat va két thuc tai cing mot dia diém; khi d6 phai dung da d6 thi.
Viéc cho phép canh song song khong lam thay d6i dinh 1y Euler, nhung anh huéng dén
cach luu trit va cach kiém tra hanh trinh, vi mdi ban sao ciia canh phai dugc danh dau
doc lap.

Day bac cua dd thi 1a danh sach cac bac duge sép theo mot thir tu nhat dinh. Day bac
cung cip nhiéu théng tin nhanh: téng diy phai chin; s6 phan tir 1é phai chin; néu d6 thi
c¢6 chu trinh Euler thi moi phan tir trong ddy bac déu chan. Tuy nhién, diy bac khong
quyét dinh hoan toan ciu trac do thi. Hai dd thi khong déng cdu c6 thé c6 cung diy béc,
vi vy sau khi kiém tra bac van phai kiém tra tinh lién thong.

DOoi v6i mot bai toan Euler, cac dinh o 1ap c6 thé dugc loai ra khoi bude kiém tra
lién thong, vi khong c6 canh nao can di qua tai cac dinh d6. Cach phat biéu chit ché 1a
db thi con sinh bai cac dinh c6 bac duwong phai lién théng. Quy uéce nay dic biét hiru ich
khi dir liéu duoc léy tor mat tap nut giao 16n nhung chi mot phﬁn cua mang co cac doan
bt budc.

Mot canh cau cho biét mang c6 mdt diém ndi doc nhat gitra hai mién. Néu mot duong
di kin st dung cau dung mot lan, sau khi di tir mién ndy sang mién kia khong thé quay
tr& lai ma khong di lai chinh canh d6. Boi vay, do thi Euler khong c6 cau, trir truong hop
db thi chi gdbm mot dinh v6i cac khuyén. Nhan xét nay vira 1a hé qua cua dinh 1y Euler,
vira giai thich truc gidc cia thuat toan Fleury: tranh di qua cau khi van con lwa chon khéc.

Pé xur li bang may tinh, db thi c6 thé duoc biéu dién bang ma tran ké, ma tran lién
thudc hodc danh sach ké. Ma tran ké thuan loi khi can kiém tra nhanh hai dinh c6 ké nhau
hay khong, nhung ton bd nhd bac hai theo s dinh. Danh sach ké phu hop hon véi db thi
thua va 1a Iya chon tu nhién cho thuat toan Hierholzer, vi ta thuong xuyén can léy mot
canh chua dung lién thudc véi dinh hién tai.



1, vv;, €E,
4= (aij)nxn' ai] - {0, vivj- & E,

1, v lién thudc véi e,
B = (by), bve = {O, nguoc lai.

Vi du. Vi dd thi ¢ sau, tap canh 1a {12, 13, 23, 24, 34}. Dy bac bang (2, 3, 3, 2),
nén c6 dung hai dinh 1¢ 14 2 va 3. D6 thi lién thong, vi vy n6 khong cé chu trinh Euler
nhung c6 duong di Euler bat ddu tai 2 va két thic tai 3, chang han 2—-1-3-4-2-3. Néu
thém mot canh song song giita 2 va 3, ca hai bac 1¢ ting thém mdt va tré thanh chin; da
dd thi m&i 6 chu trinh Euler.

Nhan xét. Viéc thém mot canh 1am ddi tinh chin 1é tai dtng hai ddu mat. Téng quat
hon, thém mot duong di gitta u va v lam dbi tinh chin 1€ tai u va v, con tai mdi dinh trung
gian ¢6 hai canh m&i lién thudc nén tinh chén 16 khong d6i. Pay 1a nguyén li nén tang dé
1am chin cac dinh 1¢ trong bai toan ngudi dua thu Trung Hoa.

2.2. Duwong di va chu trinh

Dinh nghia. Mot budce di trong dd thi G 1a mot day xen k& vo, €1, vi, ..., €, Vi, trong
d6 e; c6 hai dau mit vi-i va vi. Do dai ctia bude di 1a sb canh k. Bude di duoc goi 1a kin
néu vo = vi. Néu cac canh d6i mot khic nhau thi budc di 1a mot duong di; néu cac dinh
doé1 mot khac nhau, trir kha nang vo = vy, thi d6 1a mgt duong di hoac moét chu trinh theo
trrong hop hé hay kin.

Thuat ngtr “duong di Euler” d61 khi duge dung cho mdt duong di di qua moi canh
dung mot 1an. Pé tranh nham véi dudng di khong lip dinh, bao cdo sir dung thuat ngir
duong di Euler cho trudng hop hd va chu trinh Euler cho trudng hop kin. Mot dd thi co
chu trinh Euler dugc goi 14 dd thi Euler; mot dd thi c6 duong di Euler nhung khong c6
chu trinh Euler thuong duoc goi la dd thi ntra Euler.

Pinh nghia. Mot duong di Euler ctia G 1a mot duong di chira moi canh ciia G. Néu
duong di d6 kin thi n6 13 mot chu trinh Euler. Hai ddu mut ctia duong di Euler hé dugc
goi 1a dinh dau va dinh cudi.



Bac cua cac dinh lién hé truc tiép véi mot dudng di Euler. Mdi 1an duong di di vao
mot dinh trung gian qua mot canh, nd phai ro1 dinh d6 qua mdgt canh khac chua dung. Vi
vay, cac canh lién thudc véi dinh trung gian dugce ghép thanh tirng cap “vao-ra”. DBdi voi
chu trinh kin, diéu nay dung ca tai dinh xuét phat; con ddi v6i duong di hé, dinh dau c6
mot 1an di ra khong dugc ghép véi lan di vao va dinh cudi cé mot 1an di vao khong dugc
ghép véi lan di ra.

Ménh dé. Néu G c6 mot chu trinh Euler thi moi dinh c6 bac duong cua G déu c6 bac
chdn. Néu G c6 mot duong di Euler hé tir s dén t thi s va t ¢6 béc 1, con moi dinh khac
¢ bac chan.

Chirng minh. Doc theo duodng di, tai mdi dinh trung gian cac canh duoc st dung
thanh tung cdp: mot canh di vao va mot canh di ra. Véi chu trinh kin, dinh Xuét phat cling
d6ng thoi 1a dinh két thuc nén cac canh tai d6 ciing dugc ghép cap. Véi duong di ha, chi
co s thtra mdt canh di ra va t thira mot canh di vao. Do dudng di st dung moi canh, két
luan ding cho bac trong toan dd thi.

Diéu kién chin 1¢ & trén 1a cAn. Phan kho hon 1a chimg minh né ciing du khi dd thi
lién thong. Mot cong cu quan trong la kha ning tach mdt bude di kin khong 1dp canh
thanh céc chu trinh va sau do ghép cac chu trinh tai cac dinh chung.

Bo dé. Moi do thi hitu han c6 bac tdi thiéu it nhat 2 déu chira mot chu trinh.

Chitng minh. Bit dau tir mot dinh bat ky va lién tiép di sang mot dinh ké chwa xuét
hién trong day néu c6 thé. Vi @6 thi hitu han, qua trinh cudi cting phai gip lai mot dinh
da xuat hién hodc dung lai. N6 khong thé dirng tai mot dinh mé1, boi dinh do ¢o it nhat
hai canh va chi mot canh vira dugc dung dé di vao. Do d6 mét dinh duoc 1ap lai, va doan
gitra hai 14n xuét hién lién tiép tao thanh mot chu trinh.

Bo dé. Néu G 1a do thi lién thong va moi dinh déu c6 bac chén thi tir bat ky dinh v
nao c6 bac duong, ludn t6n tai mot dudng di kin khong rong bat dau tai v.

Chitng minh. Xuét phét tr v va mdi budc chon mot canh chua sir dung lién thudc véi
dinh hién tai. Khi di vao mot dinh khéc v, s6 canh chua sir dung tai dinh d6 khong thé tro
thanh 0 ngay sau 1an di vao dau tién, vi bac ban dau chin va cac 1an sir dung trudc dé tidu
thu canh theo cip vao—ra. Do d6 thi hitu han, qua trinh cubi cung phai dirng; dinh ding
duy nhét co thé 1a v. Ta thu dugc mot dudng di kin.

B6 d& nay chira hat nhan cia thuat toan Hierholzer. Néu duong di kin dau tién chua
dung hét canh, tinh lién thong bao dam c6 mét dinh trén duong di con lién thudc voi canh
chua dung. TUr dinh d6, ta xay dung mot dudng di kin méi trong phan canh con lai roi
cheén n6 vao duong di cii. Lap lai hitu han 1an s& thu duoc chu trinh Euler.

Su khong duy nhat cia chu trinh Euler 13 hién tuong pho bién. Tai mot dinh béac 16n,
c6 nhiéu cach ghép cip cac canh vao-ra, din dén nhiéu hanh trinh khac nhau. Trong Gmg



dung khéng trong s6, moi chu trinh Euler déu co cung s canh. Trong tng dung c6 thém
chi phi r€, tho1 gian hodc rang budc thir tu, viéc chon mot chu trinh cy thé c6 thé tré thanh
mot bai toan t6i wu b sung.

Nhan xét. Mot budce di kin str dung mdi canh khong qua mét lan thuong duge goi la
mot mach. Mdi mach c6 thé phan ra thanh céc chu trinh d61 mgt khong chung canh. béi
v&i d6 thi Euler, toan bd tap canh co thé duoc phan hoach thanh céc chu trinh; thuat toan
Hierholzer thyc hién thao tac nguoc lai bang cach ghép cac chu trinh thanh mot chu trinh
duy nhat.

Khai niém dudng di Euler ciing 4p dung cho db thi khong lién thong theo nghia hinh
thirc, nhung khi c6 canh & hai thanh phan khac nhau thi khéng mot budc di lién tyc nio
c6 thé chira tit ca ching. Vi vy, diéu kién lién thong cua phan dd thi c6 bac duong 1a
bat budc. Pay la diéu kién toan cuc, trong khi diéu kién béc 1a diéu kién cyc bo; dinh Iy
Euler 1a moét vi du dep vé viéc két hop mot diéu kién toan cuc don gian voi mot diéu kién
cuc bo don gian dé dac trung hoan toan mot céu truc.

Vi du. Xét @6 thi gdm maot hinh vudéng va mot tam giac rdi nhau. Moi dinh déu c6
béc 2, nhung dd thi khong cé chu trinh Euler di qua moi canh vi khong thé chuyén tir
thanh phan ndy sang thanh phan kia. Néu ndi hai thanh phan bang mot canh, hai dau cua
canh nbi tré thanh dinh 1¢; d6 thi méi lién thong nhung van khong Euler. Néu ndi chiung
bﬁng hai canh thich hop dé cac bac van chan, do thi c¢6 thé tré thanh Euler.

Trong bai toan thyc tién, tinh lién thong thudng duogc kiém tra bang tim kiém theo
chiéu sau hodc chiéu rong. Hai thuat toan nay thim mdi dinh va mdi canh s6 1an hiru han,
do d6 ¢ do phirc tap O(|V| + |E|) khi db thi dugc luu bang danh sach ké. Cung véi viec
dém bac, ta co thé kiém tra didu kién Euler trong thoi gian tuyén tinh.

Néu db thi c6 ding hai dinh 1é s va t, co thé thém tam mét canh st. P4 thi méi c6 moi
bac chin; mot chu trinh Euler ctia dd thi méi, sau khi bo canh thém, tré thanh duong di
Euler ctia d6 thi ban dau tir s dén t. Lap luan nay vira chimg minh diéu kién du cho trudng
hop nira Euler, vira cung cip mot cach xdy dung truc tiép tir thudt toan tim chu trinh
Euler.

Chii y. Trong da do thi, hai canh song song phai dugc xem 13 hai ddi tuong khac
nhau du c6 cung hai dau mat. Khi luwu trit béng may tinh, mdi canh nén c6 mot mi nhan
dang riéng; néu chi luu cap dinh, thuat toan cé thé x6a nham cé hai canh hodc st dung
mot canh nhiéu 1an.

Mot cach kiém tra duong di Euler 1a 12p bang str dung canh. Vi mdi bude vi-i—v;, ta
xac dinh chinh xac canh da di va danh d4u né. Sau khi két thuc, can déng thoi kiém tra
ba diéu kién: cac budce lién tiép that sy ké nhau; khong canh nao xudt hién hai lan; sb
canh di danh ddu bang |E|. Chi kiém tra ddy dinh 1 chua du trong da d6 thi, vi hai lan
xuat hién cung cap dinh c6 thé tuong ing véi hai canh song song khac nhau.
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M&i dudng di kin c6 thé tach thanh cac chu trinh khéng chung canh. Néu diy dinh
13p lai mot dinh trung gian, doan gitra hai lan xudt hién lién tiép cua dinh do6 tao mot chu
trinh; bé doan nay va tiép tuc, ta thu dugc phép phan ra. Nguoc lai, néu nhiéu chu trinh
c6 chung dinh, ta c6 thé ghép chiing thanh mét dudng di kin 16n hon. Ciap thao tac tach—
ghép nay 13 ndi dung cdu trac phia sau chimg minh dinh Iy Euler.

Vi du. Cho hai chu trinh Ci = a—b—c—a va C2 = a—d—e—a. Vi cung di qua a, ta c6 thé
chén C: vao Ci tai a dé duoc a—d—e—a—b—c—a. Néu con chu trinh Cs = c—f—g—c, tiép tuc
chen tai c¢. Thtr ty chen khic nhau tao ra cac chu trinh Euler khac nhau nhung déu sir
dung cung tap canh.

Khai niém Euler va Hamilton thudng xuat hién canh nhau nhung giai quyét hai loai
nhiém vu khac nhau. Euler quan tim dén canh, nén phu hop véi quét duong, kiém tra
duong day hodc v& nét. Hamilton quan tdm dén dinh, nén phu hop véi viéc ghé thim dia
diém. Viéc dung nhim mé hinh 1a mot 18i phd bién: yéu cau “di qua moi con duong”
khong phai 13 bai toan Hamilton, con yéu cau “ghé mdi thanh phd mot 1an” khong phai
la bai toan Euler.

Ménh dé. Néu mot dudng di str dung moi canh ctia d6 thi va bat dau ¢ s, két thuc ¢
t, thi moi dinh khac s, t c6 sb lan vao br?mg s6 lan ra. Vi vay, téng s6 canh dugc sir dung
tai mdi dinh trung gian 13 chan. Néu s = t, diéu twong tu ding tai dinh xut phat; néu s
khac t, mdi ddu mut con thira dung mot canh khong ghép cip. Lap luan nay giai thich day
du diéu kién can vé bac ma khong phu thudc vao hinh vé.

Chi y. Buong di Euler c6 thé di qua mot dinh nhiéu lan. Chang han chu trinh 1-2—
3—1-4-3-5-1 di qua dinh 1 ba lan. Piéu bi cdm 12 lap canh. Khi chAm bai, viéc gach bo
mot dap an chi vi dy dinh c6 l3p 1a khong dung; phai d6i chiéu voi dinh nghia duong di.

Vi du. D6 thi sau c6 hai dinh 1& ¢ va e. Mot duong di Euler 1a e—c—b—a—d—c—a; n6
bét dau va két thic tai hai dinh 1¢. Néu yéu cau hanh trinh kin, ta budc phai lip it nhit
mot duong ndi gitra ¢ va e. Trong truong hop canh ce da tdn tai, viéc nhan ddi canh dé
tao d6 thi Euler; néu chua co, ta c6 thé 1ap mot dudng di ngin nhat gitra ¢ va e.
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2.3. Po thi c6 hwéng, da do thi va biéu dién

Pinh nghia. Mot dd thi c6 hudng D = (V, A) gdm tap dinh V va tdp cung A; mdi
cung a 1a mot cip co the ty (u, v), di tir dinh dau u dén dinh cudi v. Bac ra d*(v) 1a sb
cung di ra khoi v, con bac vao d(v) 13 sé cung di vao v. Mot khuyén c6 hudng déng gop
mot don vi cho cd bac vao va bic ra.

Déi voi dd thi c6 hudng, su can bang tai mdi dinh dwgc dién dat biang déng thirc giita
bac vao va bac ra. Bay la phién ban c6 hudéng cua diéu kién bac chan: trong mdt chu trinh
Euler, mdi lan di vao mot dinh phai dugc ghép véi mot 1an di ra, va huéng cia cung
khong duoc dao nguoc.

Pinh nghia. D6 thi c6 huéng D duogc goi 1a lién thong yéu néu d6 thi vo hudng nhan
duogc bang cach bé hudng cia cac cung 1a lién thong. D dugc goi 1a lién thong manh néu
v6i moi cip dinh u, v déu c6 dudng di c6 hudng tir u dén v va tir v dén u.

Dbi voi su ton tai cia chu trinh Euler c6 huéng, diéu kién can bang bic cung véi
viée tat ca cac cung thudc cing mot thanh phan lién thong thich hop 1a du. C6 thé phat
biéu theo hai cach twong dwong: phan do thi gdm cac dinh c6 bac duong lién thong manh;
hodc d6 thi nén v6 hudng lién théng va moi dinh cin bang bac. Khi diéu kién can bang
dung, lién thong yéu kéo theo cac cung c6 bac duong nam trong mot thanh phan manh
duy nhét phu hop cho chu trinh Euler.

Ménh dé. Trong moi d6 thi c6 hudng hitu han, tong bac ra bang tong bac vao va déu
bang s6 cung.

Pinh ly. Mot dd thi co hudng hitu han D c6 chu trinh Euler néu va chi néu moi dinh
c6 bac duong thudc cung mot thanh phan lién thong cta d6 thi nén va d*(v) = d"(v) voi
moi v. D c6 dudng di Euler ho tir s dén t néu va chi néu d6 thi nén lién thong trén cac
dinh ¢ bac duwong, d*(s) =d(s) + 1, d"(t) = d*(t) + 1, va moi dinh khac can bang bac.

Y tuéng chirng minh. Chiéu can thiét suy ra tir viéc ghép cip cac 1an di vao va di ra
tai mdi dinh. Véi chiéu du, thuat toan Hierholzer dugc 4p dung theo huéng ctia cac cung:
bét dau tir mot dinh ¢ cung di ra, di theo cac cung chua dung cho dén khi quay lai diém
xuat phat. Diéu kién can bang ngin qua trinh méc ket tai mot dinh khac. Néu con cung
chua dung, tiép tuc tao mach méi tai mot dinh da ndm trén mach cii va ghép ching.
Trudng hop hé duge quy vé truong hop kin bang cach thém cung t — s.

Do thi co hudéng moé hinh hoa cac tuyén mot chiéu, cac cong doan co thir ty va cac
kénh truyén c6 huéng. Trong chu trinh Euler c6 hudng, mdi cung phai duoc di ding
chiéu. B&i vay, tai mdi dinh, sb 1an di vao phai bang s 1an di ra. Su can bang nay dong
vai tro gidng bac chan trong db thi v huéng.

Vi du. O hinh sau, cac cung a—b, b—c, c—a tao mach tho nhat; a—d, d—a tao
mach thir hai. Ghép hai mach tai a thu dugc chu trinh a—b—c—a—d—a. Néu dbi hudng
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d—a thanh a—d, dinh a thira hai cung ra con d thira hai cung vao; do thi khi d6 khong c6
ca duong di Euler ho.

Trong mang hdn hop c6 ca duong mot chiéu va hai chiéu, diéu kién Euler khong con
chi 12 kiém tra bac chin hodc can bﬁng bac. Ta phai chon huéng st dung cho cac canh
hai chiéu sao cho toan mang cin bang, ddng thoi bao dam lién thong. Bao cao khong di
sdu vao bai toan hdon hop, nhung lwu ¥ ring viée tu ¥ thay moi canh hai chiéu bang hai
cung nguoc chiéu cé thé 1am thay doi yéu cau “di qua doan dudng mot 1an” thanh “di
qua mdi chiéu mot 1an”.
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3. CHU TRINH EULER VA THUAT TOAN

3.1. Dinh ly Euler va cac hé qua

Bai toan bay cdy cau ¢ Konigsberg gdm bon mién dat duoc nbi boi bay cay cau.
Euler thay mdi mién dit bang mot dinh va mdi cdy cau bang mot canh. Hinh dang, d6 dai
va vi tri tuong ddi cia cac cay cau khong anh hudng dén cau hoi “di qua mdi cau diung
mot 14n”; chi quan h¢ lién thudc gitra cau va mién dat la quan trong.

Pinh ly Euler. Cho G la mot da dd thi vo huong hiru han ma moi dinh c6 bac duong
nam trong cung mot thanh phan lién théng. Khi d6: (i) G ¢6 chu trinh Euler khi va chi
khi moi dinh c6 bac chan; (i1) G c6 duong di Euler ho khi va chi khi G ¢6 ding hai dinh
bac 1é. Trong truong hop (ii), hai dinh 1¢ 12 hai ddu mut ctia moi dudng di Euler [1]-[4].

Chiéu can thiét 3 dugc ching minh bang l4p luan ghép cip cic canh tai mdi dinh.
Hai trang tiép theo trinh bay chiéu du theo phuwong phap xay dung, ddng thoi 1am rd vi
sao phuong phéap nay dan truc tiép t&i thuat toan Hierholzer.

Chung minh truong hop chu trinh. Gia st G lién thong trén cac dinh c6 bac duong
va moi dinh déu c6 bac chin. Chon mét dinh v ¢6 bac duong. Lién tiép di qua mot canh
chua dung tir dinh hién tai. Do tinh chin cua bac, qué trinh khong thé dirng tai mgt dinh
khéc v: mdi 1an dén mot dinh khac, sb canh d3 s dung tai do trudce 1an roi di 13 18, nén
van con it nhdt mot canh chua six dung. Vi s6 canh hiru han, qué trinh phai quay lai v va
tao mdt duong di kin C.

Néu C da chira moi canh thi C 1a chu trinh Euler. Néu chua, do G lién thong, ton tai
mot dinh x trén C lién thudc voi canh chua dung. Xét dd thi gém cac canh chua dung; tai
mdi dinh, s canh bi 1y khoi G boi C 1a chan, nén bac con lai van chan. Bat dau tir x, ap
dung l4p ludn trén dé thu duoc mot dudng di kin C’ chi dung cac canh chua dung. Chén
C' vao C tai x, ta dugc mot duong di kin dai hon va khong lap canh. Lap lai thao tic; moi
1an sb canh da dung tang, nén sau hitu han budc ta thu dugc mot chu trinh chira moi canh.

Chung minh truong hgp duong di ho. Gia st G c6 ding hai dinh 1€ s va t. Thém mdt
canh mai e = st. Trong dd thi G’ thu duoc, bic cla s va t tang thém mot, vi vy moi dinh
déu chin; G' van lién thong. Theo phan vira chirng minh, G’ ¢6 mét chu trinh Euler C.
Xoa canh e khéi C, chu trinh bj cit thanh mdt duong di di tu s dén t va chira mdi canh
ciia G dung mot 1an. Nguoc lai, néu G c6 duong di Euler ho thi hai ddu mut 13 hai dinh
1é theo diéu kién can.

Hé qua. Mot do thi lién thong c6 chu trinh Euler néu va chi néu tap canh cua no c6
thé duoc phén rd thanh cac chu trinh d6i mot khong chung canh va cac chu trinh d6 ¢
thé dugc ndi voi nhau qua cac dinh chung.

Dinh 1y Euler c6 tinh xay dung: chimg minh khong chi xac nhan sy ton tai ma con
mo ta cach tim hanh trinh. Day 14 dic diém quan trong trong toan hoc tmg dung. Khi mot

14



mang c6 hang tri¢u canh, viéc biét rﬁng nghiém tdn tai chua du; can mot thuat toan tao
ra nghi€ém véi chi phi bd nhé va thoi gian phu hop.

Vi du. Xét mot do thi lién thong c6 bon dinh 1é. Bat ky duong di nao di qua mdi canh
dung mot 1an chi co t6i da hai ddu mut, nén khong thé xtr Iy dong thoi bdn “dd 1éch 1&”.
Muén tao mot hanh trinh kin di qua moi canh it nhét mot 1an, can 1ap thém cac duong di
dé ghép cap bon dinh 1¢. Co ba cach ghép cip vé mit to hop; néu canh co trong s, ta
chon cach c6 tong khoang cach ngan nhét.

Bai toan bay cdy cau co gia trj phuong phap luan vi né cho thiy sy khac nhau giita
dir liéu hinh hoc va dir lidu lién thudc. Vi tri chinh xac cta cac mién dat, 46 dai cau hay
goc giao nhau khong quyét dinh kha niang thyc hién hanh trinh. Khi thay mién dat bang
dinh va cau bﬁng canh, ciu hoi duoc rat vé tinh chén 1& cia bdn bac. Cac giao trinh dd
thi Viét Nam thuong dung bai todn nay dé minh hoa sy ra doi cua li thuyét dd thi.

B

\V//

C

Dinh 1y Euler c¢6 hai thanh phan doc 1ap. Diéu kién bac kiém soat kha ning “vao—ra”
tai tirng dinh; diéu kién lién thong bao dam tat ca canh thudc cung mot mang co thé tiép
can. Néu chi c6 bac chin ma d thi gdm hai chu trinh roi nhau, khéng c6 hanh trinh duy
nhit di qua ca hai. Néu chi lién thong nhung c6 bén dinh 1¢, hanh trinh s& mac sai léch
chén 1¢ tai qua nhiéu dau mut.

Chtrng minh bang ghép chu trinh 13 mot chimg minh xay dung. Ta khéng cin doan
trude chu trinh Euler hoan chinh. Chi can tim mot mach kin bét ki, sau do giai bai toan
twong ty trén phan canh con lai va ghép két qua. S6 canh chua dung giam nghiém ngit
sau mdi 1an ghép, nén qua trinh két thuc hiru han. Y tudng nay 1a nén tang cua thuit toan
Hierholzer dugc trinh bay ¢ Muc 3.3.

Hé qua. Moi canh ctia mdt dd thi Euler ndm trén it nhat mot chu trinh. That vay,
canh do thudc chu trinh Euler; doan tr mot dau mat téi 1an quay lai dau mat qua canh
dang xét tao mot chu trinh chira n6. Do d6, d6 thi Euler khong c6 cau. Nguoc lai, khong
¢ cau chua du dé 1a Euler, vi mot dd thi khong cAu van c6 thé c6 cac dinh béc 16.
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H¢ qua. Néu G 1a do thi Euler va x 1a mot dinh bat ki c6 bac duong, tdn tai mot chu
trinh Euler bt dau tai x. Ta chi can quay vong cach viét ciia mot chu trinh Euler da c6 dé
x dimg diu. Trong tng dung, diéu ndy cho phép chon diém xuat phat theo yéu cau van
hanh ma khong 1am thay dbi tong chiéu dai, mién 1a mang da Euler.

Ménh dé. Néu x6a mot chu trinh khoi mot dd thi c6 moi dinh béac chin, phﬁn dd thi
con lai van c6 moi dinh bac chan. Tai mdi dinh thudc chu trinh, ta x6a ding hai canh lién
thudc; tai cac dinh khac bac khong doi. Dy 1a bat bién quan trong trong chirng minh quy
nap va trong viéc ghép cac mach.

Vi du. Chu trinh C, ludn 1a d4 thi Euler vi moi dinh c6 bac 2. P thi diy du K, c6
bac n—1 tai mdi dinh, nén K, Euler khi va chi khi n 1¢. D5 thi hai phia day dt Ko, c6 bac
n tai moi dinh thudc phia thu nhét va bac m tai mdi dinh thudc phia thur hai; vi vay nd
Euler khi va chi khi m va n déu chén.

Tinh Euler khong bao toan khi thém mot canh don 1€, vi hai ddu mat d6i tinh chin
1é. Thém mot chu trinh thi bic mdi dinh trén chu trinh ting 2 va tinh chin 1¢ khong doi.
Do do6, ghép thém mot chu trinh tai mot dinh chung 1a mot cach ty nhién dé mo rong dd
thi Euler.

Chu trinh Euler thuong khong duy nhat. Sy khong duy nhét xuét hién khi c6 nhiéu
lya chon canh chua dung tai mot dinh. Trong cac bai toan khong trong s6, moi chu trinh
Euler c6 cung sd budc |E|. Trong d6 thi co trong s, néu mdi canh dugc di ding mot 1an
thi moi chu trinh Euler van c6 cung chi phi béng téng trong s6 canh; khac biét chi nam &
thtr tu thuc hién.

L) =) we).
eeE
3.2. Quy trinh nhan biét va giai bai toin

Dbi voi mot bai toan cu thé, nén thyc hién theo mot quy trinh ¢b dinh thay vi quan
sat hinh va doan hanh trinh. Bude 1 13 xac dinh mé hinh d6 thi: liét ké dinh, canh, huong
va trong sb. Budc 2 1a loai cac dinh c6 1ap khoi phép kiém tra lién thong. Bude 3 1a tinh
bac hodc ban bac. Budc 4 1a 4p dung tiu chuan Euler dé x4c dinh loai hanh trinh. Budc
5 méi xay dung duong di bang thuat toan. Budc 6 kiém tra lai s6 canh da dung.

Quy trinh nhdn biét cho do thi v6 hudng cé thé tém tit nhu sau: néu phan co béc
duong khong lién thong thi khong c6 duong di Euler; néu lién thong va khong c6 dinh 1¢
thi ¢6 chu trinh Euler; néu c6 dang hai dinh 1¢ thi ¢6 dudng di Euler hd; néu co tir bén
dinh 1¢ tré 1én thi khong c6 duong di Euler. S6 dinh 1¢ khong thé 13 1, 3 hodc mét sb 1é
khac do bo dé bit tay.

Quy trinh cho dd thi ¢6 huéng gdm hai kiém tra. Trudc hét xét lién thong cua do thi
nén trén cac dinh ¢ bac dwong. Tiép theo tinh hiéu A(v)=d*(v)—d"(v). Néu moi hiéu bing
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0 thi ¢6 chu trinh Euler; néu ¢ ding mgt dinh hi€u 1, mgt dinh hi€éu —1 va cac dinh khac
hi¢u 0 thi c6 duong di Euler hd; cac truong hop con lai khong c6 duong di Euler [4], [6].

Vidu 1. Cho G co tap canh {12, 23,34, 41, 13, 35, 51}. Ta tinh dugc d(1)=4, d(2)=2,
d(3)=4, d(4)=2, d(5)=2. Db thi lién thong va khong c6 dinh 1&, nén cé chu trinh Euler.
Mot dap an 1a 1-2-3-5-1-4-3—1. Khi kiém tra, bay cip lién tiép twong tng dung bay
canh da cho.

Vidu 2. Cho H c6 tip canh {ab, bc, cd, da, ac, ce}. Bac cuac béng 4,baccuae bﬁng
1, bac cia a bang 3, con b va d bang 2. Hai dinh 1¢ 1a a va e; vi H lién thong, dudng di
Euler phai bat diu tai mot trong hai dinh nay va két thic tai dinh kia. Mot duong di 13 e—
c—b—a—d—c—a.

Vi du 3. Cho dd thi gdm hai chu trinh a—b—c—a va d—e—f-d, khong c6 canh nbi giita
hai chu trinh. Moi dinh déu bic 2 nhung d thi khong lién thong. Vi vay khong c6 chu
trinh Euler cua toan db thi. C6 thé tim mot chu trinh Euler riéng trong mdi thanh phan,
nhung khong thé néi chiing thanh mot hanh trinh lién tuc néu khong bé sung canh.

Vi du 4. Cho db thi c6 bén dinh 1& p, q, r, s. Khong can thir dudng di cu thé, ta két
luan ngay khong c6 dudng di Euler. Néu muc tiéu dbi thanh “di qua mdi canh it nhat mot
1an va tro lai diém xuat phat”, ta phai bo sung cac duong di ghép cip bon dinh 1¢; day 1a
budc chuyén sang bai toan nguoi dua thu Trung Hoa.

Vidu 5. Véi dd thi ¢6 huong gém cac cung a—b, b—c, c—a, a—d, d—a, moi dinh
can bang va do thi nén lién thong, nén c6 chu trinh Euler. Néu thém cung a—b ma khong
thém cung b—a, hiéu bac tai a va b thay d6i; dd thi méi co thé trd thanh nira Euler néu
céc hiéu 1an luot 13 1 va —1, hodc khong Euler néu sai 1éch 16n hon mot.

Chi y. Khi tinh béc trong da d6 thi, mdi canh song song duoc dém riéng va khuyén
dugc dém hai 1an. Bo qua quy tic ndy c6 thé 1am thay d6i két luan. Mot khuyén tu n6 1a
mot chu trinh 6 dai 1 va khong tao dinh 1€, vi dong gop 2 vao béc.

Ménh dé. Co thé bién mot do thi ntra Euler thanh dd thi Euler béng cach thém mot
canh gitra hai dinh 1¢é. Ngugc lai, x6a mot canh bat ki khoi mot d6 thi Euler lién thong
lam hai dau mat cta canh tro thanh 1¢; néu phan con lai van lién thong thi thu dugc do
thi ntra Euler. Ménh dé cho phép thiét ké bai tap theo hai chiéu: dung chu trinh tir dudng
di hodc dung dudng di tir chu trinh.

Bai toan t6i thiéu canh bo sung khong trong s6. Néu dugc phép thém canh giita moi
cap dinh, dd thi lién thong c6 2k dinh 1¢ can it nhat k canh bd sung dé tré thanh Euler, vi
mdi canh chi doi tinh chén 1¢ tai hai dau mat. Ghép cac dinh 1¢ thanh k cap va thém mat
canh cho mdi cap dat dugc can nay. Néu chi duoc phép lap cac canh co san, ta phai thém
cac dudng di va t6i wu tong do dai.
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3.3. Thuat toan Fleury va Hierholzer

Thudt todn Fleury. Gia st G 1a do thi Euler. Chon mét dinh bat dau. Tai mdi budc,
trong s6 cé4c canh chua dung lién thudc vai dinh hién tai, chon mot canh khong phai 1a
cau cta do thi con lai néu c6; chi di qua cau khi d6 14 lwa chon duy nhat. Xoa canh vira
dung va tiép tuc cho dén khi khong con canh.

Quy téc tranh cdu bao dam hanh trinh khong tach khéi cac canh chua dung. Néu chon
mot cau trong khi con lya chon khac, viéc x6a cau c6 thé dé lai mot thanh phén chtra canh
chua dung ma khong thé quay lai. Fleury rat truc quan va thich hop dé giai bang tay,
nhung mdi budc c6 thé phai kiém tra mot hodc nhiéu canh ¢ phai ciu hay khong. Néu
kiém tra cdu bang tim kiém lai tir ddu, thoi gian c6 thé ting dén bac hai theo sb canh.

Céc budc cua Fleury. Dbi véi do thi c6 dung hai dinh 1&, bit dau tai mot trong hai
dinh 1&; d6i v&i @6 thi Euler, bat dau tai dinh bét ky c6 bac duwong. Sau d6 lap: (1) liét ké
cac canh chua dung tai dinh hién tai; (2) néu chi c6 mot canh thi chon canh do; 3) néu
¢6 nhiéu canh, chon mot canh khong phai cau trong dd thi con lai; (4) danh d4u canh da
dung va chuyén sang dau mut kia.

Nhan xét. Fleury phu thudc vao viéc nhan biét cau trong dd thi dong. Co thé cai
thién bang cac ciu truc dir liéu phirc tap, nhung thuét toan Hierholzer don gian hon va
dat thoi gian tuyén tinh khi dung danh sach k& cing co ché x6a hodc danh du canh.

Thudgt todn Hierholzer. Chon mot dinh s c6 bac duong. Tir s, lién tiép di theo cac
canh chua dung cho dén khi quay lai s, thu dugc mot mach C. Néu C chtra moi canh thi
két thiic. Néu con canh chua dung, chon mgt dinh v trén C con lién thudc véi canh chua
dung, xdy dung mot mach C’ trong phan canh chwa dung bat dau va két thuc tai v, roi
chen C' vao C. Lap lai cho dén khi moi canh d3 duoc dung.

Tinh ding din. Mdi mach duge tao chi st dung cac canh chua dung, nén sau khi
chen, duong di méi van khong 1ap canh. Piéu kién moi bac chin bao dam mdi mach con
quay vé dinh xuit phat. Néu con canh chua dung, tinh lién thong bao dam c6 mét dinh
trén mach hién tai tiép xuc voi1 phén chua dung; néu khong, ciac canh chua dung nam
trong mot thanh phan tach biét, mau thuin véi lién théng cua d6 thi ban dau. Do s6 canh
hitu han, thuat toan két thuc va st dung toan bd canh.

Mot cai dat hi€u qua khong can tao va chén cac danh sach dai nhiéu 1an. Ta dung
mot ngan xép. Dinh hién tai nam trén dinh ngan xép; néu con canh chua dung thi di theo
canh d6 va day dinh méi vao ngin xép. Néu khong con canh, 14y dinh ra khoi ngan xép
va thém nd vao dau danh sach két qua. Danh sach thu dugc theo thir tu nguoc la chu trinh
Euler.

Gia mi. C6 thé mo ta phién ban ngin xép cua Hierholzer nhu sau:

1. Pua dinh bit dau s vao ngin xép S; khoi tao danh sach C rong.
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2. Trong khi S khong rong, dat v 1a phan tir trén cing cua S.

3. Néu v con canh chua dung e = vw, ddnh diu e va dua w vao S.

4. Néu v khong con canh chua ding, 1dy v khoi S va thém v vao cubi C.

5. Pao thir tw C dé nhan day dinh cua chu trinh Euler.

MG&i canh duoc xét va danh dau dung mot 1an. Mdi dinh dugc day vao va ldy ra khoi
ngan xép sb lan ty 18 véi s6 canh lién thude. Vi danh sach ké va con tro t6i canh chua
dung tiép theo, d phirc tap thoi gian 13 tuyén tinh; bo nhé can thiét ciing tuyén tinh.

Kiém tra dau vao. Trude khi chay thuat toan, cAn bo qua cac dinh ¢ lap, kiém tra
phan con lai lién théng va dém sb dinh 1é. Néu so dinh 1é bang 0, tim chu trinh Euler. Néu
bang 2, bit dau tai mot dinh 1é dé tim dudng di Euler. Néu khac 0 va 2, két luan khong
ton tai duong di Euler. Vi dd thi c6 hudng, thay diéu kién bic 1¢ bing diéu kién can
bang bc vao-ra.

Chu ¥ vé cai dit. Trong da db thi, canh phai ¢ ma riéng. Khi di qua e = uv, can danh
ddu dung ban sao e & ca danh sach ké ciia u va v. Mot cach phd bién 1a lru cing mot ma
canh trong hai muc ké. Pbi vai khuyén, canh xuét hién hai lan trong danh sach ké cua
cung mdt dinh nhung chi dugc danh dau mot 1an.

Trong mdi trudng xir 1y dir liéu 16n, thir ty canh trong danh séch ké c6 thé anh huéng
chu trinh duoc tao ra nhung khong anh hudng tinh ding dén. Néu can vu tién mot quy
tdc nhu chon canh c6 nhdn nho nhét, han ché quay dau hodc tuan tha thi tu phuc vy, ta
c6 thé sap xép hoic dung hang doi vu tién; khi d6 d6 phirc tap c6 thé tang va can ching
minh thém rang quy tac khong pha v& diéu kién kha thi.

canh cau

f

Canh cau can tranh khi ap dung thudt toan Fleury
Thuat toan Fleury c6 uu diém truc quan: tai mdi budc, néu con nhiéu canh, khong
chon canh cau ctia phan d6 thj chwa dung. Quy tic nay bao dam ta khong tu tach cic canh
con lai thanh mot thanh phan khong thé quay lai. Néu chi con mét canh tai dinh hién tai,
ta budc phai sir dung nd du d6 1a cau. Pdi véi dd thi nira Euler, diém bat dau phai 1a mot
dinh 1¢.
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Tinh dung din cua Fleury co thé hiéu qua bét bién sau: sau mdi budc, cac canh chua
ding c6 nhiéu nhat mot thanh phan chira canh lién thudc voi vi tri hién tai; moi thanh
phan khac da duoc xur 1i xong. Viéc tranh cau giit cho phan chua dung van c6 duong tiép
tuc. Khi khong con Iya chon khéc, di qua cau khong gdy mat canh vi phan phia sau chinh
1a phan duy nhét con lai.

Piém yéu cta Fleury 1a kiém tra cdu nhiéu 1an. Cach don gian nhat 13 tam x6a canh,
chay duyét dé xem sb dinh téi duoc c6 giam hay khéng, sau d6 khoi phuc. Néu lam nhu
vay & mdi budc, thoi gian c6 thé ting téi bac hai theo s canh. Véi bai tap nho diéu nay
khong dang ké, nhung voi mang 16n, Hierholzer hiéu qua hon.

Ghép cdc mach trong thudt toan Hierholzer

Phién ban ngin xép cuia Hierholzer tranh thao tac chén danh sach nhiéu 1an. Khi dinh
trén cing cta ngin xép con canh chua dung, ta di theo canh d6 va day dinh méi. Khi
khong con canh, ta 14y dinh khoi ngin xép va dua vao dau két qua. Thu tu 14y ra chinh 1a
thir tu ngugc cua chu trinh Euler, bd1 mot dinh chi dugc ghi khi moi canh di tiép tr no da
hoan tat.

Bét bién ctia thuat toan 1a: cac canh di danh dau tao thanh mot ho cac dudng di nam
trén ngin xép va phan két qua; khong canh nao bi dung hai 1an. Khi mét dinh duoc dua
vao két qua, khong con canh chua dung lién thudc voi nd. Néu dau vao thoa diéu kién
Euler, thuat toan chi két thuc sau khi moi canh da dugc dénh dau.

Do phtc tap tuyén tinh dat dugc khi mdi canh c6 ma riéng va mdi muc trong danh
sach ké chi duoc bo qua mot s6 hitu han lan. Ta gilt mQt con tré next[v] td1 vi tri chua
x¢ét tiép theo trong danh sach ké. Mdi khi gdp canh da dung, tang con tro; mdi canh xuét
hién hai lan trong danh sach ké ctia do thi v6 hudng, nén tong sd lan ting con trd 1a O(m).

T(n,m)=0(n+m)

Gia ma chi tiét cho d6 thi v hudng: (1) kiém tra lién théng va sb dinh 1&; (2) chon s

1a mdt dinh 1& néu c6 hai dinh 1é, nguoc lai chon dinh bac duong bat ki; (3) dua s vao
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ngin xép; (4) trong khi ngan xép khong rdng, néu dinh trén cting con canh chua dung thi
danh dau canh va day dau mat kia, néu khong thi 1ay dinh d6 ra va ghi vao két qua; (5)
dao két qua; (6) kiém tra sé canh cta hanh trinh bang m.

Déi v6i dd thi c6 hudng, danh sach ké chi lwu cac cung di ra. Khi dung cung u—v,
danh dau cung d6 va chuyén t6i v. Diéu kién can bang bic bao dam qua trinh tao mach
khong méc ket ¢ dinh khac diém xuat phat. Truong hop nira Euler, chon dinh c6 d*=d+1
lam diém dau.

Déi v6i khuyén, di qua khuyén giit nguyén dinh hién tai nhung canh van phai duoc
danh dau. Pdi voi canh song song, hai ma canh khac nhau c¢6 thé dan téi cung dinh ké
tiép. Néu cai dit chi x6a theo cap dau mut, mot thao tac c6 thé x6a nham nhiéu ban sao;
day 1a 16i pho bién khi sinh vién ding ma tran ké 0—1 cho da do thi.

Thuat toan Fleury d& giai thich bang hinh v& va phu hop véi hoat dong “khéng di
qua cau qua sém”. Thuat toan Hierholzer phan anh tryc tiép ching minh dinh 1y Euler,
khong can kiém tra cau va c6 do phuc tap tuyén tinh.
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4. KET LUAN

Y tudng Euler xuét hién trong nhiéu bai toan thuc té ma dbi tuong can phuc vu nam
trén cac canh ciia mang ludi: phat thu, thu gom rac, quét duong, kiém tra dudng 6ng,
tudn tra, bao tri cap, phun thudc hoic kiém tra mang dién. Khi mang chwa phai 1a d6 thi
Euler, yéu cau “di qua moi canh” dugc chuyén thanh bai toan bd sung mot s6 1an di lap
v6i tong chi phi nho nhat; d6 14 bai toan nguoi dwa thu Trung Hoa, mot mé hinh quan
trong ctia tdi wu héa tuyén trén canh. Céc gido trinh va bai giang toan roi rac cua Viét
Nam thudng st dung mé hinh nay dé lam rd mdi lién hé giira bac dinh, duong di ngin
nhét, ghép cdp cac dinh 1€ va vi¢c xay dung mdt hanh trinh phuc vu toan bd mang.

Bao cao nay trinh bay mdt cach hé théng cac kién thure can thiét vé do thi, bac, tinh
lién thong, duong di, duong di, chu trinh, d6 thi c6 hudng va da do thi. Trén co so do,
b4o cdo phat biéu va chimg minh cac dinh 1y dic trung cho do thi Euler, mo ta thuit toan
Fleury va thuat toan Hierholzer, phan tich tinh dtng ddn va d6 phirc tap, dong thdi minh
hoa béng cac vi du cu thé.

Phan g dung tap trung vao bai toan v& mot nét, bai toan ngudi dua thu Trung Hoa,
td chire tuyén kiém tra - bao tri va day hoc chu trinh Euler trong chwong trinh toan hoc &
Viét Nam. Cach trinh bay hudng t61 nguoi doc 1a giang vién va sinh vién, do do6 vira cha

trong tinh chinh x4ac toan hoc, vira nhén manh kha nang van dung.
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