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1. MỞ ĐẦU 

 

Lý thuyết đồ thị hình thành từ nhu cầu mô hình hóa những quan hệ rời rạc giữa các 

đối tượng. Một trong những bài toán mở đầu có ý nghĩa lịch sử đặc biệt là bài toán bảy 

cây cầu ở Königsberg: liệu có thể thực hiện một hành trình đi qua mỗi cây cầu đúng một 

lần hay không. Trong công trình viết năm 1735 và công bố năm 1741, Leonhard Euler đã 

loại bỏ các yếu tố hình học không thiết yếu của bản đồ, chỉ giữ lại các miền đất và các 

cây cầu nối chúng. Cách trừu tượng hóa này dẫn đến việc khảo sát bậc của các đỉnh và 

thường được xem là điểm khởi đầu của lý thuyết đồ thị cũng như một trong những tiền 

đề của tô pô học tổ hợp. 

Từ bài toán lịch sử đó, khái niệm đường đi Euler và chu trình Euler được phát triển 

thành một nội dung cơ bản của toán học rời rạc. Điểm nổi bật của lý thuyết Euler là sự 

tương phản giữa phát biểu rất trực quan và tiêu chuẩn tồn tại đơn giản: đối với một đồ thị 

vô hướng liên thông, việc đi qua mỗi cạnh đúng một lần được quyết định hoàn toàn bởi 

tính chẵn lẻ của bậc các đỉnh. Tiêu chuẩn này không chỉ cho phép chứng minh sự tồn tại 

hoặc không tồn tại của hành trình, mà còn dẫn tới các thuật toán xây dựng có độ phức tạp 

tuyến tính theo kích thước đồ thị. 
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2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT 

2.1. Đồ thị, bậc và tính liên thông 

Định nghĩa. Một đồ thị vô hướng hữu hạn là một cặp G = (V, E), trong đó V là tập 
hữu hạn các đỉnh và E là một họ các cạnh; mỗi cạnh liên kết hai đỉnh, có thể trùng nhau 
trong trường hợp có khuyên. Nếu không có khuyên và không có hai cạnh cùng nối một 
cặp đỉnh thì G được gọi là đồ thị đơn. Nếu cho phép các cạnh song song, ta thu được đa 
đồ thị. Trong các bài toán tuyến đường, đa đồ thị thường tự nhiên hơn đồ thị đơn vì hai 
nút giao có thể được nối bởi nhiều đường khác nhau. 

Hai đỉnh u và v được gọi là kề nhau nếu có một cạnh nối chúng. Một cạnh e có hai 
đầu mút u, v được ký hiệu e = uv. Tập các cạnh liên thuộc với đỉnh v quyết định mức độ 
kết nối cục bộ của v. Khái niệm này được lượng hóa bởi bậc của đỉnh và là đại lượng 
trung tâm trong lý thuyết Euler. 

Định nghĩa. Bậc của đỉnh v, ký hiệu d(v), là số cạnh liên thuộc với v; mỗi khuyên 
tại v được tính hai lần. Đỉnh có bậc chẵn được gọi là đỉnh chẵn, đỉnh có bậc lẻ được gọi 
là đỉnh lẻ. Đỉnh bậc 0 là đỉnh cô lập, còn đỉnh bậc 1 thường được gọi là đỉnh treo. 

Định lý. Trong mọi đa đồ thị vô hướng hữu hạn, tổng bậc của tất cả các đỉnh bằng 
hai lần số cạnh. Kết quả này thường được gọi là bổ đề bắt tay. 

෍ 𝑑

௩∈௏

(𝑣) = 2|𝐸| 

Hệ quả. Số đỉnh bậc lẻ của một đồ thị vô hướng hữu hạn luôn là số chẵn. 

|{𝑣 ∈ 𝑉: 𝑑(𝑣) lẻ}| ≡ 0 (mod 2) 
Một đồ thị có thể gồm nhiều bộ phận không liên hệ với nhau. Tuy nhiên, một hành 

trình đi qua mọi cạnh chỉ có thể tồn tại khi tất cả các cạnh có thể tiếp cận từ cùng một vị 
trí. Vì vậy, tính liên thông phải được đưa vào điều kiện của các định lý Euler. 

Định nghĩa. Một dãy đỉnh v₀, v₁, …, vₖ được gọi là một đường nối từ v₀ đến vₖ nếu 
mỗi cặp liên tiếp vᵢ₋₁, vᵢ là hai đầu mút của một cạnh. Đồ thị G được gọi là liên thông nếu 
với mọi hai đỉnh u, v của G đều tồn tại một đường nối từ u đến v. Một thành phần liên 
thông là một đồ thị con liên thông tối đại. 

Trong ngữ cảnh Euler, các đỉnh cô lập không ảnh hưởng đến việc đi qua các cạnh. 
Do đó, phát biểu chính xác thường yêu cầu đồ thị con sinh bởi các đỉnh có bậc dương là 
liên thông. Nói cách khác, tất cả các cạnh của đồ thị phải nằm trong cùng một thành phần 
liên thông; các đỉnh bậc 0 có thể bỏ qua. 

Định nghĩa. Một cạnh e của đồ thị liên thông G được gọi là cầu nếu xóa e làm tăng 
số thành phần liên thông. Cầu biểu thị một liên kết duy nhất giữa hai phần của mạng. Nếu 
đi qua một cầu quá sớm trong quá trình xây dựng đường đi Euler, người đi có thể bị giữ 
lại trong một phần của đồ thị trong khi vẫn còn cạnh chưa sử dụng ở phần khác. 
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Đặc điểm trên là cơ sở của thuật toán Fleury: tại mỗi bước, tránh chọn cầu của đồ thị 
các cạnh chưa sử dụng, trừ khi không còn lựa chọn nào khác. Tuy nhiên, việc kiểm tra 
cầu lặp đi lặp lại làm thuật toán này kém hiệu quả hơn thuật toán Hierholzer. Vì vậy, 
Fleury có giá trị minh họa và sư phạm, còn Hierholzer phù hợp với cài đặt trên dữ liệu 
lớn. 

Mệnh đề. Nếu mọi đỉnh của một đồ thị liên thông G đều có bậc chẵn thì G không có 
cầu. 

Mệnh đề cho thấy đồ thị liên thông chẵn có cấu trúc đủ “khép kín” để tiếp tục hành 
trình mà không bị buộc phải rời khỏi một vùng qua một cạnh độc nhất. Tuy nhiên, để xây 
dựng chu trình Euler một cách đầy đủ, cần các khái niệm đường đi, đường đi và chu trình 
được trình bày ở mục sau. 

Ví dụ. Xét đồ thị có tập đỉnh V = {1, 2, 3, 4, 5} và tập cạnh E = {12, 23, 34, 41, 13, 
35, 51}. Ta có d(1) = 4, d(2) = 2, d(3) = 4, d(4) = 2 và d(5) = 2. Tất cả các đỉnh đều có 
bậc chẵn, đồ thị liên thông và do đó là một ứng viên tự nhiên cho chu trình Euler. 

Tổng bậc của đồ thị bằng 4 + 2 + 4 + 2 + 2 = 14, đúng bằng hai lần số cạnh. Một chu 
trình Euler của đồ thị là 1–2–3–5–1–4–3–1. Dãy này sử dụng đúng bảy cạnh và quay về 
đỉnh xuất phát. Ví dụ cũng cho thấy chu trình Euler không yêu cầu mỗi đỉnh chỉ xuất hiện 
một lần; điều bị cấm lặp là cạnh, không phải đỉnh. 

 
Nhận xét. Khái niệm Euler khác căn bản với khái niệm Hamilton. Chu trình Euler 

đi qua mỗi cạnh đúng một lần, còn chu trình Hamilton đi qua mỗi đỉnh đúng một lần. Bài 
toán Euler có tiêu chuẩn tồn tại và thuật toán tuyến tính, trong khi bài toán Hamilton nói 
chung khó hơn rất nhiều về mặt tính toán. Việc phân biệt hai loại bài toán giúp lựa chọn 
đúng mô hình: phục vụ đường phố, đường ống và dây cáp là bài toán trên cạnh; ghé thăm 
địa điểm hoặc khách hàng thường là bài toán trên đỉnh. 

Trong thực tế, một nút giao có thể được biểu diễn bởi đỉnh, còn mỗi đoạn đường cần 
phục vụ được biểu diễn bởi cạnh và được gắn trọng số là chiều dài, thời gian hoặc chi 
phí. Khi mọi nút giao có số đoạn đường liên thuộc chẵn, mạng đã có cấu trúc Euler. Nếu 
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tồn tại các đỉnh lẻ, cần ghép cặp các đỉnh đó bằng những đường đi bổ sung để biến mạng 
thành đa đồ thị chẵn; đây chính là ý tưởng toán học của bài toán người đưa thư Trung 
Hoa. 

Mô hình đồ thị là một phép trừu tượng hóa. Khi chuyển một mạng đường phố thành 
đồ thị, ta bỏ qua chiều rộng của đường, hình dạng uốn cong và vị trí địa lí chính xác nếu 
các yếu tố đó không ảnh hưởng đến yêu cầu của bài toán. Ta chỉ giữ các nút giao, các 
đoạn đường cần phục vụ và những thuộc tính thật sự cần thiết như chiều dài, thời gian 
hoặc hướng đi. Chất lượng của mô hình phụ thuộc vào việc lựa chọn đúng đối tượng làm 
đỉnh và đúng đối tượng làm cạnh; một mô hình sai có thể dẫn tới kết luận Euler đúng về 
mặt toán học nhưng không phản ánh nhiệm vụ thực tế. 

Đơn đồ thị phù hợp khi giữa hai đỉnh có nhiều nhất một cạnh và không có khuyên. 
Trong các mạng thực, hai tuyến đường khác nhau có thể cùng nối một cặp nút giao, hoặc 
một tuyến có thể xuất phát và kết thúc tại cùng một địa điểm; khi đó phải dùng đa đồ thị. 
Việc cho phép cạnh song song không làm thay đổi định lý Euler, nhưng ảnh hưởng đến 
cách lưu trữ và cách kiểm tra hành trình, vì mỗi bản sao của cạnh phải được đánh dấu 
độc lập. 

Dãy bậc của đồ thị là danh sách các bậc được sắp theo một thứ tự nhất định. Dãy bậc 
cung cấp nhiều thông tin nhanh: tổng dãy phải chẵn; số phần tử lẻ phải chẵn; nếu đồ thị 
có chu trình Euler thì mọi phần tử trong dãy bậc đều chẵn. Tuy nhiên, dãy bậc không 
quyết định hoàn toàn cấu trúc đồ thị. Hai đồ thị không đẳng cấu có thể có cùng dãy bậc, 
vì vậy sau khi kiểm tra bậc vẫn phải kiểm tra tính liên thông. 

Đối với một bài toán Euler, các đỉnh cô lập có thể được loại ra khỏi bước kiểm tra 
liên thông, vì không có cạnh nào cần đi qua tại các đỉnh đó. Cách phát biểu chặt chẽ là 
đồ thị con sinh bởi các đỉnh có bậc dương phải liên thông. Quy ước này đặc biệt hữu ích 
khi dữ liệu được lấy từ một tập nút giao lớn nhưng chỉ một phần của mạng có các đoạn 
bắt buộc. 

Một cạnh cầu cho biết mạng có một điểm nối độc nhất giữa hai miền. Nếu một đường 
đi kín sử dụng cầu đúng một lần, sau khi đi từ miền này sang miền kia không thể quay 
trở lại mà không đi lại chính cạnh đó. Bởi vậy, đồ thị Euler không có cầu, trừ trường hợp 
đồ thị chỉ gồm một đỉnh với các khuyên. Nhận xét này vừa là hệ quả của định lý Euler, 
vừa giải thích trực giác của thuật toán Fleury: tránh đi qua cầu khi vẫn còn lựa chọn khác. 

Để xử lí bằng máy tính, đồ thị có thể được biểu diễn bằng ma trận kề, ma trận liên 
thuộc hoặc danh sách kề. Ma trận kề thuận lợi khi cần kiểm tra nhanh hai đỉnh có kề nhau 
hay không, nhưng tốn bộ nhớ bậc hai theo số đỉnh. Danh sách kề phù hợp hơn với đồ thị 
thưa và là lựa chọn tự nhiên cho thuật toán Hierholzer, vì ta thường xuyên cần lấy một 
cạnh chưa dùng liên thuộc với đỉnh hiện tại. 
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𝐴 = ൫𝑎௜௝൯
௡×௡

,  𝑎௜௝ = ൜
1, 𝑣௜𝑣௝ ∈ 𝐸,

0, 𝑣௜𝑣௝ ∉ 𝐸,
 

𝐵 = (𝑏௩௘),  𝑏௩௘ = ൜
1, 𝑣 liên thuộc với 𝑒,
0, ngược lại.  

Ví dụ. Với đồ thị ở sau, tập cạnh là {12, 13, 23, 24, 34}. Dãy bậc bằng (2, 3, 3, 2), 
nên có đúng hai đỉnh lẻ là 2 và 3. Đồ thị liên thông, vì vậy nó không có chu trình Euler 
nhưng có đường đi Euler bắt đầu tại 2 và kết thúc tại 3, chẳng hạn 2–1–3–4–2–3. Nếu 
thêm một cạnh song song giữa 2 và 3, cả hai bậc lẻ tăng thêm một và trở thành chẵn; đa 
đồ thị mới có chu trình Euler. 

 
Nhận xét. Việc thêm một cạnh làm đổi tính chẵn lẻ tại đúng hai đầu mút. Tổng quát 

hơn, thêm một đường đi giữa u và v làm đổi tính chẵn lẻ tại u và v, còn tại mỗi đỉnh trung 
gian có hai cạnh mới liên thuộc nên tính chẵn lẻ không đổi. Đây là nguyên lí nền tảng để 
làm chẵn các đỉnh lẻ trong bài toán người đưa thư Trung Hoa. 

2.2. Đường đi và chu trình 

Định nghĩa. Một bước đi trong đồ thị G là một dãy xen kẽ v₀, e₁, v₁, …, eₖ, vₖ, trong 
đó eᵢ có hai đầu mút vᵢ₋₁ và vᵢ. Độ dài của bước đi là số cạnh k. Bước đi được gọi là kín 
nếu v₀ = vₖ. Nếu các cạnh đôi một khác nhau thì bước đi là một đường đi; nếu các đỉnh 
đôi một khác nhau, trừ khả năng v₀ = vₖ, thì đó là một đường đi hoặc một chu trình theo 
trường hợp hở hay kín. 

Thuật ngữ “đường đi Euler” đôi khi được dùng cho một đường đi đi qua mọi cạnh 
đúng một lần. Để tránh nhầm với đường đi không lặp đỉnh, báo cáo sử dụng thuật ngữ 
đường đi Euler cho trường hợp hở và chu trình Euler cho trường hợp kín. Một đồ thị có 
chu trình Euler được gọi là đồ thị Euler; một đồ thị có đường đi Euler nhưng không có 
chu trình Euler thường được gọi là đồ thị nửa Euler. 

Định nghĩa. Một đường đi Euler của G là một đường đi chứa mọi cạnh của G. Nếu 
đường đi đó kín thì nó là một chu trình Euler. Hai đầu mút của đường đi Euler hở được 
gọi là đỉnh đầu và đỉnh cuối. 
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Bậc của các đỉnh liên hệ trực tiếp với một đường đi Euler. Mỗi lần đường đi đi vào 
một đỉnh trung gian qua một cạnh, nó phải rời đỉnh đó qua một cạnh khác chưa dùng. Vì 
vậy, các cạnh liên thuộc với đỉnh trung gian được ghép thành từng cặp “vào–ra”. Đối với 
chu trình kín, điều này đúng cả tại đỉnh xuất phát; còn đối với đường đi hở, đỉnh đầu có 
một lần đi ra không được ghép với lần đi vào và đỉnh cuối có một lần đi vào không được 
ghép với lần đi ra. 

Mệnh đề. Nếu G có một chu trình Euler thì mọi đỉnh có bậc dương của G đều có bậc 
chẵn. Nếu G có một đường đi Euler hở từ s đến t thì s và t có bậc lẻ, còn mọi đỉnh khác 
có bậc chẵn. 

Chứng minh. Dọc theo đường đi, tại mỗi đỉnh trung gian các cạnh được sử dụng 
thành từng cặp: một cạnh đi vào và một cạnh đi ra. Với chu trình kín, đỉnh xuất phát cũng 
đồng thời là đỉnh kết thúc nên các cạnh tại đó cũng được ghép cặp. Với đường đi hở, chỉ 
có s thừa một cạnh đi ra và t thừa một cạnh đi vào. Do đường đi sử dụng mọi cạnh, kết 
luận đúng cho bậc trong toàn đồ thị. 

Điều kiện chẵn lẻ ở trên là cần. Phần khó hơn là chứng minh nó cũng đủ khi đồ thị 
liên thông. Một công cụ quan trọng là khả năng tách một bước đi kín không lặp cạnh 
thành các chu trình và sau đó ghép các chu trình tại các đỉnh chung. 

Bổ đề. Mọi đồ thị hữu hạn có bậc tối thiểu ít nhất 2 đều chứa một chu trình. 

Chứng minh. Bắt đầu từ một đỉnh bất kỳ và liên tiếp đi sang một đỉnh kề chưa xuất 
hiện trong dãy nếu có thể. Vì đồ thị hữu hạn, quá trình cuối cùng phải gặp lại một đỉnh 
đã xuất hiện hoặc dừng lại. Nó không thể dừng tại một đỉnh mới, bởi đỉnh đó có ít nhất 
hai cạnh và chỉ một cạnh vừa được dùng để đi vào. Do đó một đỉnh được lặp lại, và đoạn 
giữa hai lần xuất hiện liên tiếp tạo thành một chu trình. 

Bổ đề. Nếu G là đồ thị liên thông và mọi đỉnh đều có bậc chẵn thì từ bất kỳ đỉnh v 
nào có bậc dương, luôn tồn tại một đường đi kín không rỗng bắt đầu tại v. 

Chứng minh. Xuất phát từ v và mỗi bước chọn một cạnh chưa sử dụng liên thuộc với 
đỉnh hiện tại. Khi đi vào một đỉnh khác v, số cạnh chưa sử dụng tại đỉnh đó không thể trở 
thành 0 ngay sau lần đi vào đầu tiên, vì bậc ban đầu chẵn và các lần sử dụng trước đó tiêu 
thụ cạnh theo cặp vào–ra. Do đồ thị hữu hạn, quá trình cuối cùng phải dừng; đỉnh dừng 
duy nhất có thể là v. Ta thu được một đường đi kín. 

Bổ đề này chứa hạt nhân của thuật toán Hierholzer. Nếu đường đi kín đầu tiên chưa 
dùng hết cạnh, tính liên thông bảo đảm có một đỉnh trên đường đi còn liên thuộc với cạnh 
chưa dùng. Từ đỉnh đó, ta xây dựng một đường đi kín mới trong phần cạnh còn lại rồi 
chèn nó vào đường đi cũ. Lặp lại hữu hạn lần sẽ thu được chu trình Euler. 

Sự không duy nhất của chu trình Euler là hiện tượng phổ biến. Tại một đỉnh bậc lớn, 
có nhiều cách ghép cặp các cạnh vào–ra, dẫn đến nhiều hành trình khác nhau. Trong ứng 
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dụng không trọng số, mọi chu trình Euler đều có cùng số cạnh. Trong ứng dụng có thêm 
chi phí rẽ, thời gian hoặc ràng buộc thứ tự, việc chọn một chu trình cụ thể có thể trở thành 
một bài toán tối ưu bổ sung. 

Nhận xét. Một bước đi kín sử dụng mỗi cạnh không quá một lần thường được gọi là 
một mạch. Mỗi mạch có thể phân rã thành các chu trình đôi một không chung cạnh. Đối 
với đồ thị Euler, toàn bộ tập cạnh có thể được phân hoạch thành các chu trình; thuật toán 
Hierholzer thực hiện thao tác ngược lại bằng cách ghép các chu trình thành một chu trình 
duy nhất. 

Khái niệm đường đi Euler cũng áp dụng cho đồ thị không liên thông theo nghĩa hình 
thức, nhưng khi có cạnh ở hai thành phần khác nhau thì không một bước đi liên tục nào 
có thể chứa tất cả chúng. Vì vậy, điều kiện liên thông của phần đồ thị có bậc dương là 
bắt buộc. Đây là điều kiện toàn cục, trong khi điều kiện bậc là điều kiện cục bộ; định lý 
Euler là một ví dụ đẹp về việc kết hợp một điều kiện toàn cục đơn giản với một điều kiện 
cục bộ đơn giản để đặc trưng hoàn toàn một cấu trúc. 

Ví dụ. Xét đồ thị gồm một hình vuông và một tam giác rời nhau. Mọi đỉnh đều có 
bậc 2, nhưng đồ thị không có chu trình Euler đi qua mọi cạnh vì không thể chuyển từ 
thành phần này sang thành phần kia. Nếu nối hai thành phần bằng một cạnh, hai đầu của 
cạnh nối trở thành đỉnh lẻ; đồ thị mới liên thông nhưng vẫn không Euler. Nếu nối chúng 
bằng hai cạnh thích hợp để các bậc vẫn chẵn, đồ thị có thể trở thành Euler. 

Trong bài toán thực tiễn, tính liên thông thường được kiểm tra bằng tìm kiếm theo 
chiều sâu hoặc chiều rộng. Hai thuật toán này thăm mỗi đỉnh và mỗi cạnh số lần hữu hạn, 
do đó có độ phức tạp O(|V| + |E|) khi đồ thị được lưu bằng danh sách kề. Cùng với việc 
đếm bậc, ta có thể kiểm tra điều kiện Euler trong thời gian tuyến tính. 

Nếu đồ thị có đúng hai đỉnh lẻ s và t, có thể thêm tạm một cạnh st. Đồ thị mới có mọi 
bậc chẵn; một chu trình Euler của đồ thị mới, sau khi bỏ cạnh thêm, trở thành đường đi 
Euler của đồ thị ban đầu từ s đến t. Lập luận này vừa chứng minh điều kiện đủ cho trường 
hợp nửa Euler, vừa cung cấp một cách xây dựng trực tiếp từ thuật toán tìm chu trình 
Euler. 

Chú ý. Trong đa đồ thị, hai cạnh song song phải được xem là hai đối tượng khác 
nhau dù có cùng hai đầu mút. Khi lưu trữ bằng máy tính, mỗi cạnh nên có một mã nhận 
dạng riêng; nếu chỉ lưu cặp đỉnh, thuật toán có thể xóa nhầm cả hai cạnh hoặc sử dụng 
một cạnh nhiều lần. 

Một cách kiểm tra đường đi Euler là lập bảng sử dụng cạnh. Với mỗi bước vᵢ₋₁–vᵢ, ta 
xác định chính xác cạnh đã đi và đánh dấu nó. Sau khi kết thúc, cần đồng thời kiểm tra 
ba điều kiện: các bước liên tiếp thật sự kề nhau; không cạnh nào xuất hiện hai lần; số 
cạnh đã đánh dấu bằng |E|. Chỉ kiểm tra dãy đỉnh là chưa đủ trong đa đồ thị, vì hai lần 
xuất hiện cùng cặp đỉnh có thể tương ứng với hai cạnh song song khác nhau. 



11  

Mỗi đường đi kín có thể tách thành các chu trình không chung cạnh. Nếu dãy đỉnh 
lặp lại một đỉnh trung gian, đoạn giữa hai lần xuất hiện liên tiếp của đỉnh đó tạo một chu 
trình; bỏ đoạn này và tiếp tục, ta thu được phép phân rã. Ngược lại, nếu nhiều chu trình 
có chung đỉnh, ta có thể ghép chúng thành một đường đi kín lớn hơn. Cặp thao tác tách–
ghép này là nội dung cấu trúc phía sau chứng minh định lý Euler. 

Ví dụ. Cho hai chu trình C₁ = a–b–c–a và C₂ = a–d–e–a. Vì cùng đi qua a, ta có thể 
chèn C₂ vào C₁ tại a để được a–d–e–a–b–c–a. Nếu còn chu trình C₃ = c–f–g–c, tiếp tục 
chèn tại c. Thứ tự chèn khác nhau tạo ra các chu trình Euler khác nhau nhưng đều sử 
dụng cùng tập cạnh. 

Khái niệm Euler và Hamilton thường xuất hiện cạnh nhau nhưng giải quyết hai loại 
nhiệm vụ khác nhau. Euler quan tâm đến cạnh, nên phù hợp với quét đường, kiểm tra 
đường dây hoặc vẽ nét. Hamilton quan tâm đến đỉnh, nên phù hợp với việc ghé thăm địa 
điểm. Việc dùng nhầm mô hình là một lỗi phổ biến: yêu cầu “đi qua mọi con đường” 
không phải là bài toán Hamilton, còn yêu cầu “ghé mỗi thành phố một lần” không phải 
là bài toán Euler. 

Mệnh đề. Nếu một đường đi sử dụng mọi cạnh của đồ thị và bắt đầu ở s, kết thúc ở 
t, thì mọi đỉnh khác s, t có số lần vào bằng số lần ra. Vì vậy, tổng số cạnh được sử dụng 
tại mỗi đỉnh trung gian là chẵn. Nếu s = t, điều tương tự đúng tại đỉnh xuất phát; nếu s 
khác t, mỗi đầu mút còn thừa đúng một cạnh không ghép cặp. Lập luận này giải thích đầy 
đủ điều kiện cần về bậc mà không phụ thuộc vào hình vẽ. 

Chú ý. Đường đi Euler có thể đi qua một đỉnh nhiều lần. Chẳng hạn chu trình 1–2–
3–1–4–3–5–1 đi qua đỉnh 1 ba lần. Điều bị cấm là lặp cạnh. Khi chấm bài, việc gạch bỏ 
một đáp án chỉ vì dãy đỉnh có lặp là không đúng; phải đối chiếu với định nghĩa đường đi. 

Ví dụ. Đồ thị sau có hai đỉnh lẻ c và e. Một đường đi Euler là e–c–b–a–d–c–a; nó 
bắt đầu và kết thúc tại hai đỉnh lẻ. Nếu yêu cầu hành trình kín, ta buộc phải lặp ít nhất 
một đường nối giữa c và e. Trong trường hợp cạnh ce đã tồn tại, việc nhân đôi cạnh đó 
tạo đồ thị Euler; nếu chưa có, ta có thể lặp một đường đi ngắn nhất giữa c và e. 
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2.3. Đồ thị có hướng, đa đồ thị và biểu diễn 

Định nghĩa. Một đồ thị có hướng D = (V, A) gồm tập đỉnh V và tập cung A; mỗi 
cung a là một cặp có thứ tự (u, v), đi từ đỉnh đầu u đến đỉnh cuối v. Bậc ra d⁺(v) là số 
cung đi ra khỏi v, còn bậc vào d⁻(v) là số cung đi vào v. Một khuyên có hướng đóng góp 
một đơn vị cho cả bậc vào và bậc ra. 

Đối với đồ thị có hướng, sự cân bằng tại mỗi đỉnh được diễn đạt bằng đẳng thức giữa 
bậc vào và bậc ra. Đây là phiên bản có hướng của điều kiện bậc chẵn: trong một chu trình 
Euler, mỗi lần đi vào một đỉnh phải được ghép với một lần đi ra, và hướng của cung 
không được đảo ngược. 

Định nghĩa. Đồ thị có hướng D được gọi là liên thông yếu nếu đồ thị vô hướng nhận 
được bằng cách bỏ hướng của các cung là liên thông. D được gọi là liên thông mạnh nếu 
với mọi cặp đỉnh u, v đều có đường đi có hướng từ u đến v và từ v đến u. 

Đối với sự tồn tại của chu trình Euler có hướng, điều kiện cân bằng bậc cùng với 
việc tất cả các cung thuộc cùng một thành phần liên thông thích hợp là đủ. Có thể phát 
biểu theo hai cách tương đương: phần đồ thị gồm các đỉnh có bậc dương liên thông mạnh; 
hoặc đồ thị nền vô hướng liên thông và mọi đỉnh cân bằng bậc. Khi điều kiện cân bằng 
đúng, liên thông yếu kéo theo các cung có bậc dương nằm trong một thành phần mạnh 
duy nhất phù hợp cho chu trình Euler. 

Mệnh đề. Trong mọi đồ thị có hướng hữu hạn, tổng bậc ra bằng tổng bậc vào và đều 
bằng số cung. 

Định lý. Một đồ thị có hướng hữu hạn D có chu trình Euler nếu và chỉ nếu mọi đỉnh 
có bậc dương thuộc cùng một thành phần liên thông của đồ thị nền và d⁺(v) = d⁻(v) với 
mọi v. D có đường đi Euler hở từ s đến t nếu và chỉ nếu đồ thị nền liên thông trên các 
đỉnh có bậc dương, d⁺(s) = d⁻(s) + 1, d⁻(t) = d⁺(t) + 1, và mọi đỉnh khác cân bằng bậc. 

Ý tưởng chứng minh. Chiều cần thiết suy ra từ việc ghép cặp các lần đi vào và đi ra 
tại mỗi đỉnh. Với chiều đủ, thuật toán Hierholzer được áp dụng theo hướng của các cung: 
bắt đầu từ một đỉnh có cung đi ra, đi theo các cung chưa dùng cho đến khi quay lại điểm 
xuất phát. Điều kiện cân bằng ngăn quá trình mắc kẹt tại một đỉnh khác. Nếu còn cung 
chưa dùng, tiếp tục tạo mạch mới tại một đỉnh đã nằm trên mạch cũ và ghép chúng. 
Trường hợp hở được quy về trường hợp kín bằng cách thêm cung t → s. 

Đồ thị có hướng mô hình hóa các tuyến một chiều, các công đoạn có thứ tự và các 
kênh truyền có hướng. Trong chu trình Euler có hướng, mỗi cung phải được đi đúng 
chiều. Bởi vậy, tại mỗi đỉnh, số lần đi vào phải bằng số lần đi ra. Sự cân bằng này đóng 
vai trò giống bậc chẵn trong đồ thị vô hướng. 

Ví dụ. Ở hình sau, các cung a→b, b→c, c→a tạo mạch thứ nhất; a→d, d→a tạo 
mạch thứ hai. Ghép hai mạch tại a thu được chu trình a→b→c→a→d→a. Nếu đổi hướng 
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d→a thành a→d, đỉnh a thừa hai cung ra còn d thừa hai cung vào; đồ thị khi đó không có 
cả đường đi Euler hở. 

 
Trong mạng hỗn hợp có cả đường một chiều và hai chiều, điều kiện Euler không còn 

chỉ là kiểm tra bậc chẵn hoặc cân bằng bậc. Ta phải chọn hướng sử dụng cho các cạnh 
hai chiều sao cho toàn mạng cân bằng, đồng thời bảo đảm liên thông. Báo cáo không đi 
sâu vào bài toán hỗn hợp, nhưng lưu ý rằng việc tự ý thay mọi cạnh hai chiều bằng hai 
cung ngược chiều có thể làm thay đổi yêu cầu “đi qua đoạn đường một lần” thành “đi 
qua mỗi chiều một lần”. 
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3. CHU TRÌNH EULER VÀ THUẬT TOÁN 

3.1. Định lý Euler và các hệ quả 

Bài toán bảy cây cầu ở Königsberg gồm bốn miền đất được nối bởi bảy cây cầu. 
Euler thay mỗi miền đất bằng một đỉnh và mỗi cây cầu bằng một cạnh. Hình dạng, độ dài 
và vị trí tương đối của các cây cầu không ảnh hưởng đến câu hỏi “đi qua mỗi cầu đúng 
một lần”; chỉ quan hệ liên thuộc giữa cầu và miền đất là quan trọng. 

Định lý Euler. Cho G là một đa đồ thị vô hướng hữu hạn mà mọi đỉnh có bậc dương 
nằm trong cùng một thành phần liên thông. Khi đó: (i) G có chu trình Euler khi và chỉ 
khi mọi đỉnh có bậc chẵn; (ii) G có đường đi Euler hở khi và chỉ khi G có đúng hai đỉnh 
bậc lẻ. Trong trường hợp (ii), hai đỉnh lẻ là hai đầu mút của mọi đường đi Euler [1]–[4]. 

Chiều cần thiết đã được chứng minh bằng lập luận ghép cặp các cạnh tại mỗi đỉnh. 
Hai trang tiếp theo trình bày chiều đủ theo phương pháp xây dựng, đồng thời làm rõ vì 
sao phương pháp này dẫn trực tiếp tới thuật toán Hierholzer. 

Chứng minh trường hợp chu trình. Giả sử G liên thông trên các đỉnh có bậc dương 
và mọi đỉnh đều có bậc chẵn. Chọn một đỉnh v có bậc dương. Liên tiếp đi qua một cạnh 
chưa dùng từ đỉnh hiện tại. Do tính chẵn của bậc, quá trình không thể dừng tại một đỉnh 
khác v: mỗi lần đến một đỉnh khác, số cạnh đã sử dụng tại đó trước lần rời đi là lẻ, nên 
vẫn còn ít nhất một cạnh chưa sử dụng. Vì số cạnh hữu hạn, quá trình phải quay lại v và 
tạo một đường đi kín C. 

Nếu C đã chứa mọi cạnh thì C là chu trình Euler. Nếu chưa, do G liên thông, tồn tại 
một đỉnh x trên C liên thuộc với cạnh chưa dùng. Xét đồ thị gồm các cạnh chưa dùng; tại 
mỗi đỉnh, số cạnh bị lấy khỏi G bởi C là chẵn, nên bậc còn lại vẫn chẵn. Bắt đầu từ x, áp 
dụng lập luận trên để thu được một đường đi kín C′ chỉ dùng các cạnh chưa dùng. Chèn 
C′ vào C tại x, ta được một đường đi kín dài hơn và không lặp cạnh. Lặp lại thao tác; mỗi 
lần số cạnh đã dùng tăng, nên sau hữu hạn bước ta thu được một chu trình chứa mọi cạnh. 

Chứng minh trường hợp đường đi hở. Giả sử G có đúng hai đỉnh lẻ s và t. Thêm một 
cạnh mới e = st. Trong đồ thị G′ thu được, bậc của s và t tăng thêm một, vì vậy mọi đỉnh 
đều chẵn; G′ vẫn liên thông. Theo phần vừa chứng minh, G′ có một chu trình Euler C. 
Xóa cạnh e khỏi C, chu trình bị cắt thành một đường đi đi từ s đến t và chứa mỗi cạnh 
của G đúng một lần. Ngược lại, nếu G có đường đi Euler hở thì hai đầu mút là hai đỉnh 
lẻ theo điều kiện cần. 

Hệ quả. Một đồ thị liên thông có chu trình Euler nếu và chỉ nếu tập cạnh của nó có 
thể được phân rã thành các chu trình đôi một không chung cạnh và các chu trình đó có 
thể được nối với nhau qua các đỉnh chung. 

Định lý Euler có tính xây dựng: chứng minh không chỉ xác nhận sự tồn tại mà còn 
mô tả cách tìm hành trình. Đây là đặc điểm quan trọng trong toán học ứng dụng. Khi một 
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mạng có hàng triệu cạnh, việc biết rằng nghiệm tồn tại chưa đủ; cần một thuật toán tạo 
ra nghiệm với chi phí bộ nhớ và thời gian phù hợp. 

Ví dụ. Xét một đồ thị liên thông có bốn đỉnh lẻ. Bất kỳ đường đi nào đi qua mỗi cạnh 
đúng một lần chỉ có tối đa hai đầu mút, nên không thể xử lý đồng thời bốn “độ lệch lẻ”. 
Muốn tạo một hành trình kín đi qua mọi cạnh ít nhất một lần, cần lặp thêm các đường đi 
để ghép cặp bốn đỉnh lẻ. Có ba cách ghép cặp về mặt tổ hợp; nếu cạnh có trọng số, ta 
chọn cách có tổng khoảng cách ngắn nhất. 

Bài toán bảy cây cầu có giá trị phương pháp luận vì nó cho thấy sự khác nhau giữa 
dữ liệu hình học và dữ liệu liên thuộc. Vị trí chính xác của các miền đất, độ dài cầu hay 
góc giao nhau không quyết định khả năng thực hiện hành trình. Khi thay miền đất bằng 
đỉnh và cầu bằng cạnh, câu hỏi được rút về tính chẵn lẻ của bốn bậc. Các giáo trình đồ 
thị Việt Nam thường dùng bài toán này để minh họa sự ra đời của lí thuyết đồ thị. 

 
Định lý Euler có hai thành phần độc lập. Điều kiện bậc kiểm soát khả năng “vào–ra” 

tại từng đỉnh; điều kiện liên thông bảo đảm tất cả cạnh thuộc cùng một mạng có thể tiếp 
cận. Nếu chỉ có bậc chẵn mà đồ thị gồm hai chu trình rời nhau, không có hành trình duy 
nhất đi qua cả hai. Nếu chỉ liên thông nhưng có bốn đỉnh lẻ, hành trình sẽ mắc sai lệch 
chẵn lẻ tại quá nhiều đầu mút. 

Chứng minh bằng ghép chu trình là một chứng minh xây dựng. Ta không cần đoán 
trước chu trình Euler hoàn chỉnh. Chỉ cần tìm một mạch kín bất kì, sau đó giải bài toán 
tương tự trên phần cạnh còn lại và ghép kết quả. Số cạnh chưa dùng giảm nghiêm ngặt 
sau mỗi lần ghép, nên quá trình kết thúc hữu hạn. Ý tưởng này là nền tảng của thuật toán 
Hierholzer được trình bày ở Mục 3.3. 

Hệ quả. Mọi cạnh của một đồ thị Euler nằm trên ít nhất một chu trình. Thật vậy, 
cạnh đó thuộc chu trình Euler; đoạn từ một đầu mút tới lần quay lại đầu mút qua cạnh 
đang xét tạo một chu trình chứa nó. Do đó, đồ thị Euler không có cầu. Ngược lại, không 
có cầu chưa đủ để là Euler, vì một đồ thị không cầu vẫn có thể có các đỉnh bậc lẻ. 
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Hệ quả. Nếu G là đồ thị Euler và x là một đỉnh bất kì có bậc dương, tồn tại một chu 
trình Euler bắt đầu tại x. Ta chỉ cần quay vòng cách viết của một chu trình Euler đã có để 
x đứng đầu. Trong ứng dụng, điều này cho phép chọn điểm xuất phát theo yêu cầu vận 
hành mà không làm thay đổi tổng chiều dài, miễn là mạng đã Euler. 

Mệnh đề. Nếu xóa một chu trình khỏi một đồ thị có mọi đỉnh bậc chẵn, phần đồ thị 
còn lại vẫn có mọi đỉnh bậc chẵn. Tại mỗi đỉnh thuộc chu trình, ta xóa đúng hai cạnh liên 
thuộc; tại các đỉnh khác bậc không đổi. Đây là bất biến quan trọng trong chứng minh quy 
nạp và trong việc ghép các mạch. 

Ví dụ. Chu trình Cₙ luôn là đồ thị Euler vì mọi đỉnh có bậc 2. Đồ thị đầy đủ Kₙ có 
bậc n−1 tại mỗi đỉnh, nên Kₙ Euler khi và chỉ khi n lẻ. Đồ thị hai phía đầy đủ Kₘ,ₙ có bậc 
n tại mỗi đỉnh thuộc phía thứ nhất và bậc m tại mỗi đỉnh thuộc phía thứ hai; vì vậy nó 
Euler khi và chỉ khi m và n đều chẵn. 

Tính Euler không bảo toàn khi thêm một cạnh đơn lẻ, vì hai đầu mút đổi tính chẵn 
lẻ. Thêm một chu trình thì bậc mỗi đỉnh trên chu trình tăng 2 và tính chẵn lẻ không đổi. 
Do đó, ghép thêm một chu trình tại một đỉnh chung là một cách tự nhiên để mở rộng đồ 
thị Euler. 

Chu trình Euler thường không duy nhất. Sự không duy nhất xuất hiện khi có nhiều 
lựa chọn cạnh chưa dùng tại một đỉnh. Trong các bài toán không trọng số, mọi chu trình 
Euler có cùng số bước |E|. Trong đồ thị có trọng số, nếu mỗi cạnh được đi đúng một lần 
thì mọi chu trình Euler vẫn có cùng chi phí bằng tổng trọng số cạnh; khác biệt chỉ nằm ở 
thứ tự thực hiện. 

𝐿(𝐶) = ෍ 𝑤

௘∈ா

(𝑒). 

3.2. Quy trình nhận biết và giải bài toán 

Đối với một bài toán cụ thể, nên thực hiện theo một quy trình cố định thay vì quan 
sát hình và đoán hành trình. Bước 1 là xác định mô hình đồ thị: liệt kê đỉnh, cạnh, hướng 
và trọng số. Bước 2 là loại các đỉnh cô lập khỏi phép kiểm tra liên thông. Bước 3 là tính 
bậc hoặc bán bậc. Bước 4 là áp dụng tiêu chuẩn Euler để xác định loại hành trình. Bước 
5 mới xây dựng đường đi bằng thuật toán. Bước 6 kiểm tra lại số cạnh đã dùng. 

Quy trình nhận biết cho đồ thị vô hướng có thể tóm tắt như sau: nếu phần có bậc 
dương không liên thông thì không có đường đi Euler; nếu liên thông và không có đỉnh lẻ 
thì có chu trình Euler; nếu có đúng hai đỉnh lẻ thì có đường đi Euler hở; nếu có từ bốn 
đỉnh lẻ trở lên thì không có đường đi Euler. Số đỉnh lẻ không thể là 1, 3 hoặc một số lẻ 
khác do bổ đề bắt tay. 

Quy trình cho đồ thị có hướng gồm hai kiểm tra. Trước hết xét liên thông của đồ thị 
nền trên các đỉnh có bậc dương. Tiếp theo tính hiệu Δ(v)=d⁺(v)−d⁻(v). Nếu mọi hiệu bằng 
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0 thì có chu trình Euler; nếu có đúng một đỉnh hiệu 1, một đỉnh hiệu −1 và các đỉnh khác 
hiệu 0 thì có đường đi Euler hở; các trường hợp còn lại không có đường đi Euler [4], [6]. 

Ví dụ 1. Cho G có tập cạnh {12, 23, 34, 41, 13, 35, 51}. Ta tính được d(1)=4, d(2)=2, 
d(3)=4, d(4)=2, d(5)=2. Đồ thị liên thông và không có đỉnh lẻ, nên có chu trình Euler. 
Một đáp án là 1–2–3–5–1–4–3–1. Khi kiểm tra, bảy cặp liên tiếp tương ứng đúng bảy 
cạnh đã cho. 

Ví dụ 2. Cho H có tập cạnh {ab, bc, cd, da, ac, ce}. Bậc của c bằng 4, bậc của e bằng 
1, bậc của a bằng 3, còn b và d bằng 2. Hai đỉnh lẻ là a và e; vì H liên thông, đường đi 
Euler phải bắt đầu tại một trong hai đỉnh này và kết thúc tại đỉnh kia. Một đường đi là e–
c–b–a–d–c–a. 

Ví dụ 3. Cho đồ thị gồm hai chu trình a–b–c–a và d–e–f–d, không có cạnh nối giữa 
hai chu trình. Mọi đỉnh đều bậc 2 nhưng đồ thị không liên thông. Vì vậy không có chu 
trình Euler của toàn đồ thị. Có thể tìm một chu trình Euler riêng trong mỗi thành phần, 
nhưng không thể nối chúng thành một hành trình liên tục nếu không bổ sung cạnh. 

Ví dụ 4. Cho đồ thị có bốn đỉnh lẻ p, q, r, s. Không cần thử đường đi cụ thể, ta kết 
luận ngay không có đường đi Euler. Nếu mục tiêu đổi thành “đi qua mỗi cạnh ít nhất một 
lần và trở lại điểm xuất phát”, ta phải bổ sung các đường đi ghép cặp bốn đỉnh lẻ; đây là 
bước chuyển sang bài toán người đưa thư Trung Hoa. 

Ví dụ 5. Với đồ thị có hướng gồm các cung a→b, b→c, c→a, a→d, d→a, mọi đỉnh 
cân bằng và đồ thị nền liên thông, nên có chu trình Euler. Nếu thêm cung a→b mà không 
thêm cung b→a, hiệu bậc tại a và b thay đổi; đồ thị mới có thể trở thành nửa Euler nếu 
các hiệu lần lượt là 1 và −1, hoặc không Euler nếu sai lệch lớn hơn một. 

Chú ý. Khi tính bậc trong đa đồ thị, mỗi cạnh song song được đếm riêng và khuyên 
được đếm hai lần. Bỏ qua quy tắc này có thể làm thay đổi kết luận. Một khuyên tự nó là 
một chu trình độ dài 1 và không tạo đỉnh lẻ, vì đóng góp 2 vào bậc. 

Mệnh đề. Có thể biến một đồ thị nửa Euler thành đồ thị Euler bằng cách thêm một 
cạnh giữa hai đỉnh lẻ. Ngược lại, xóa một cạnh bất kì khỏi một đồ thị Euler liên thông 
làm hai đầu mút của cạnh trở thành lẻ; nếu phần còn lại vẫn liên thông thì thu được đồ 
thị nửa Euler. Mệnh đề cho phép thiết kế bài tập theo hai chiều: dựng chu trình từ đường 
đi hoặc dựng đường đi từ chu trình. 

Bài toán tối thiểu cạnh bổ sung không trọng số. Nếu được phép thêm cạnh giữa mọi 
cặp đỉnh, đồ thị liên thông có 2k đỉnh lẻ cần ít nhất k cạnh bổ sung để trở thành Euler, vì 
mỗi cạnh chỉ đổi tính chẵn lẻ tại hai đầu mút. Ghép các đỉnh lẻ thành k cặp và thêm một 
cạnh cho mỗi cặp đạt được cận này. Nếu chỉ được phép lặp các cạnh có sẵn, ta phải thêm 
các đường đi và tối ưu tổng độ dài. 
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3.3. Thuật toán Fleury và Hierholzer 

Thuật toán Fleury. Giả sử G là đồ thị Euler. Chọn một đỉnh bắt đầu. Tại mỗi bước, 
trong số các cạnh chưa dùng liên thuộc với đỉnh hiện tại, chọn một cạnh không phải là 
cầu của đồ thị còn lại nếu có; chỉ đi qua cầu khi đó là lựa chọn duy nhất. Xóa cạnh vừa 
dùng và tiếp tục cho đến khi không còn cạnh. 

Quy tắc tránh cầu bảo đảm hành trình không tách khỏi các cạnh chưa dùng. Nếu chọn 
một cầu trong khi còn lựa chọn khác, việc xóa cầu có thể để lại một thành phần chứa cạnh 
chưa dùng mà không thể quay lại. Fleury rất trực quan và thích hợp để giải bằng tay, 
nhưng mỗi bước có thể phải kiểm tra một hoặc nhiều cạnh có phải cầu hay không. Nếu 
kiểm tra cầu bằng tìm kiếm lại từ đầu, thời gian có thể tăng đến bậc hai theo số cạnh. 

Các bước của Fleury. Đối với đồ thị có đúng hai đỉnh lẻ, bắt đầu tại một trong hai 
đỉnh lẻ; đối với đồ thị Euler, bắt đầu tại đỉnh bất kỳ có bậc dương. Sau đó lặp: (1) liệt kê 
các cạnh chưa dùng tại đỉnh hiện tại; (2) nếu chỉ có một cạnh thì chọn cạnh đó; (3) nếu 
có nhiều cạnh, chọn một cạnh không phải cầu trong đồ thị còn lại; (4) đánh dấu cạnh đã 
dùng và chuyển sang đầu mút kia. 

Nhận xét. Fleury phụ thuộc vào việc nhận biết cầu trong đồ thị động. Có thể cải 
thiện bằng các cấu trúc dữ liệu phức tạp, nhưng thuật toán Hierholzer đơn giản hơn và 
đạt thời gian tuyến tính khi dùng danh sách kề cùng cơ chế xóa hoặc đánh dấu cạnh. 

Thuật toán Hierholzer. Chọn một đỉnh s có bậc dương. Từ s, liên tiếp đi theo các 
cạnh chưa dùng cho đến khi quay lại s, thu được một mạch C. Nếu C chứa mọi cạnh thì 
kết thúc. Nếu còn cạnh chưa dùng, chọn một đỉnh v trên C còn liên thuộc với cạnh chưa 
dùng, xây dựng một mạch C′ trong phần cạnh chưa dùng bắt đầu và kết thúc tại v, rồi 
chèn C′ vào C. Lặp lại cho đến khi mọi cạnh đã được dùng. 

Tính đúng đắn. Mỗi mạch được tạo chỉ sử dụng các cạnh chưa dùng, nên sau khi 
chèn, đường đi mới vẫn không lặp cạnh. Điều kiện mọi bậc chẵn bảo đảm mỗi mạch con 
quay về đỉnh xuất phát. Nếu còn cạnh chưa dùng, tính liên thông bảo đảm có một đỉnh 
trên mạch hiện tại tiếp xúc với phần chưa dùng; nếu không, các cạnh chưa dùng nằm 
trong một thành phần tách biệt, mâu thuẫn với liên thông của đồ thị ban đầu. Do số cạnh 
hữu hạn, thuật toán kết thúc và sử dụng toàn bộ cạnh. 

Một cài đặt hiệu quả không cần tạo và chèn các danh sách dài nhiều lần. Ta dùng 
một ngăn xếp. Đỉnh hiện tại nằm trên đỉnh ngăn xếp; nếu còn cạnh chưa dùng thì đi theo 
cạnh đó và đẩy đỉnh mới vào ngăn xếp. Nếu không còn cạnh, lấy đỉnh ra khỏi ngăn xếp 
và thêm nó vào đầu danh sách kết quả. Danh sách thu được theo thứ tự ngược là chu trình 
Euler. 

Giả mã. Có thể mô tả phiên bản ngăn xếp của Hierholzer như sau: 

1. Đưa đỉnh bắt đầu s vào ngăn xếp S; khởi tạo danh sách C rỗng. 
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2. Trong khi S không rỗng, đặt v là phần tử trên cùng của S. 

3. Nếu v còn cạnh chưa dùng e = vw, đánh dấu e và đưa w vào S. 

4. Nếu v không còn cạnh chưa dùng, lấy v khỏi S và thêm v vào cuối C. 

5. Đảo thứ tự C để nhận dãy đỉnh của chu trình Euler. 

Mỗi cạnh được xét và đánh dấu đúng một lần. Mỗi đỉnh được đẩy vào và lấy ra khỏi 
ngăn xếp số lần tỷ lệ với số cạnh liên thuộc. Với danh sách kề và con trỏ tới cạnh chưa 
dùng tiếp theo, độ phức tạp thời gian là tuyến tính; bộ nhớ cần thiết cũng tuyến tính. 

Kiểm tra đầu vào. Trước khi chạy thuật toán, cần bỏ qua các đỉnh cô lập, kiểm tra 
phần còn lại liên thông và đếm số đỉnh lẻ. Nếu số đỉnh lẻ bằng 0, tìm chu trình Euler. Nếu 
bằng 2, bắt đầu tại một đỉnh lẻ để tìm đường đi Euler. Nếu khác 0 và 2, kết luận không 
tồn tại đường đi Euler. Với đồ thị có hướng, thay điều kiện bậc lẻ bằng điều kiện cân 
bằng bậc vào–ra. 

Chú ý về cài đặt. Trong đa đồ thị, cạnh phải có mã riêng. Khi đi qua e = uv, cần đánh 
dấu đúng bản sao e ở cả danh sách kề của u và v. Một cách phổ biến là lưu cùng một mã 
cạnh trong hai mục kề. Đối với khuyên, cạnh xuất hiện hai lần trong danh sách kề của 
cùng một đỉnh nhưng chỉ được đánh dấu một lần. 

Trong môi trường xử lý dữ liệu lớn, thứ tự cạnh trong danh sách kề có thể ảnh hưởng 
chu trình được tạo ra nhưng không ảnh hưởng tính đúng đắn. Nếu cần ưu tiên một quy 
tắc như chọn cạnh có nhãn nhỏ nhất, hạn chế quay đầu hoặc tuân thủ thứ tự phục vụ, ta 
có thể sắp xếp hoặc dùng hàng đợi ưu tiên; khi đó độ phức tạp có thể tăng và cần chứng 
minh thêm rằng quy tắc không phá vỡ điều kiện khả thi. 

 
Cạnh cầu cần tránh khi áp dụng thuật toán Fleury 

Thuật toán Fleury có ưu điểm trực quan: tại mỗi bước, nếu còn nhiều cạnh, không 
chọn cạnh cầu của phần đồ thị chưa dùng. Quy tắc này bảo đảm ta không tự tách các cạnh 
còn lại thành một thành phần không thể quay lại. Nếu chỉ còn một cạnh tại đỉnh hiện tại, 
ta buộc phải sử dụng nó dù đó là cầu. Đối với đồ thị nửa Euler, điểm bắt đầu phải là một 
đỉnh lẻ. 
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Tính đúng đắn của Fleury có thể hiểu qua bất biến sau: sau mỗi bước, các cạnh chưa 
dùng có nhiều nhất một thành phần chứa cạnh liên thuộc với vị trí hiện tại; mọi thành 
phần khác đã được xử lí xong. Việc tránh cầu giữ cho phần chưa dùng vẫn có đường tiếp 
tục. Khi không còn lựa chọn khác, đi qua cầu không gây mất cạnh vì phần phía sau chính 
là phần duy nhất còn lại. 

Điểm yếu của Fleury là kiểm tra cầu nhiều lần. Cách đơn giản nhất là tạm xóa cạnh, 
chạy duyệt để xem số đỉnh tới được có giảm hay không, sau đó khôi phục. Nếu làm như 
vậy ở mỗi bước, thời gian có thể tăng tới bậc hai theo số cạnh. Với bài tập nhỏ điều này 
không đáng kể, nhưng với mạng lớn, Hierholzer hiệu quả hơn. 

 
Ghép các mạch trong thuật toán Hierholzer 

Phiên bản ngăn xếp của Hierholzer tránh thao tác chèn danh sách nhiều lần. Khi đỉnh 
trên cùng của ngăn xếp còn cạnh chưa dùng, ta đi theo cạnh đó và đẩy đỉnh mới. Khi 
không còn cạnh, ta lấy đỉnh khỏi ngăn xếp và đưa vào đầu kết quả. Thứ tự lấy ra chính là 
thứ tự ngược của chu trình Euler, bởi một đỉnh chỉ được ghi khi mọi cạnh đi tiếp từ nó đã 
hoàn tất. 

Bất biến của thuật toán là: các cạnh đã đánh dấu tạo thành một họ các đường đi nằm 
trên ngăn xếp và phần kết quả; không cạnh nào bị dùng hai lần. Khi một đỉnh được đưa 
vào kết quả, không còn cạnh chưa dùng liên thuộc với nó. Nếu đầu vào thỏa điều kiện 
Euler, thuật toán chỉ kết thúc sau khi mọi cạnh đã được đánh dấu. 

Độ phức tạp tuyến tính đạt được khi mỗi cạnh có mã riêng và mỗi mục trong danh 
sách kề chỉ được bỏ qua một số hữu hạn lần. Ta giữ một con trỏ next[v] tới vị trí chưa 
xét tiếp theo trong danh sách kề. Mỗi khi gặp cạnh đã dùng, tăng con trỏ; mỗi cạnh xuất 
hiện hai lần trong danh sách kề của đồ thị vô hướng, nên tổng số lần tăng con trỏ là O(m). 

𝑇(𝑛, 𝑚) = 𝑂(𝑛 + 𝑚) 
Giả mã chi tiết cho đồ thị vô hướng: (1) kiểm tra liên thông và số đỉnh lẻ; (2) chọn s 

là một đỉnh lẻ nếu có hai đỉnh lẻ, ngược lại chọn đỉnh bậc dương bất kì; (3) đưa s vào 
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ngăn xếp; (4) trong khi ngăn xếp không rỗng, nếu đỉnh trên cùng còn cạnh chưa dùng thì 
đánh dấu cạnh và đẩy đầu mút kia, nếu không thì lấy đỉnh đó ra và ghi vào kết quả; (5) 
đảo kết quả; (6) kiểm tra số cạnh của hành trình bằng m. 

Đối với đồ thị có hướng, danh sách kề chỉ lưu các cung đi ra. Khi dùng cung u→v, 
đánh dấu cung đó và chuyển tới v. Điều kiện cân bằng bậc bảo đảm quá trình tạo mạch 
không mắc kẹt ở đỉnh khác điểm xuất phát. Trường hợp nửa Euler, chọn đỉnh có d⁺=d⁻+1 
làm điểm đầu. 

Đối với khuyên, đi qua khuyên giữ nguyên đỉnh hiện tại nhưng cạnh vẫn phải được 
đánh dấu. Đối với cạnh song song, hai mã cạnh khác nhau có thể dẫn tới cùng đỉnh kế 
tiếp. Nếu cài đặt chỉ xóa theo cặp đầu mút, một thao tác có thể xóa nhầm nhiều bản sao; 
đây là lỗi phổ biến khi sinh viên dùng ma trận kề 0–1 cho đa đồ thị. 

Thuật toán Fleury dễ giải thích bằng hình vẽ và phù hợp với hoạt động “không đi 
qua cầu quá sớm”. Thuật toán Hierholzer phản ánh trực tiếp chứng minh định lý Euler, 
không cần kiểm tra cầu và có độ phức tạp tuyến tính.  
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4. KẾT LUẬN 

 

Ý tưởng Euler xuất hiện trong nhiều bài toán thực tế mà đối tượng cần phục vụ nằm 

trên các cạnh của mạng lưới: phát thư, thu gom rác, quét đường, kiểm tra đường ống, 

tuần tra, bảo trì cáp, phun thuốc hoặc kiểm tra mạng điện. Khi mạng chưa phải là đồ thị 

Euler, yêu cầu “đi qua mọi cạnh” được chuyển thành bài toán bổ sung một số lần đi lặp 

với tổng chi phí nhỏ nhất; đó là bài toán người đưa thư Trung Hoa, một mô hình quan 

trọng của tối ưu hóa tuyến trên cạnh. Các giáo trình và bài giảng toán rời rạc của Việt 

Nam thường sử dụng mô hình này để làm rõ mối liên hệ giữa bậc đỉnh, đường đi ngắn 

nhất, ghép cặp các đỉnh lẻ và việc xây dựng một hành trình phục vụ toàn bộ mạng. 

Báo cáo này trình bày một cách hệ thống các kiến thức cần thiết về đồ thị, bậc, tính 

liên thông, đường đi, đường đi, chu trình, đồ thị có hướng và đa đồ thị. Trên cơ sở đó, 

báo cáo phát biểu và chứng minh các định lý đặc trưng cho đồ thị Euler, mô tả thuật toán 

Fleury và thuật toán Hierholzer, phân tích tính đúng đắn và độ phức tạp, đồng thời minh 

họa bằng các ví dụ cụ thể.  

Phần ứng dụng tập trung vào bài toán vẽ một nét, bài toán người đưa thư Trung Hoa, 

tổ chức tuyến kiểm tra - bảo trì và dạy học chu trình Euler trong chương trình toán học ở 

Việt Nam. Cách trình bày hướng tới người đọc là giảng viên và sinh viên, do đó vừa chú 

trọng tính chính xác toán học, vừa nhấn mạnh khả năng vận dụng. 
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