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Trong chương trình Toán học đại cương bậc đại học, việc giảng dạy hàm nhiều biến
thường bị cô lập trong các lý thuyết thuần túy, khiến sinh viên gặp khó khăn trong
việc nhận thức ý nghĩa thực tiễn. Bài báo này đề xuất một phương pháp tiếp cận
sư phạm đổi mới dựa trên khái niệm "Sự hội tụ cấu trúc" thông qua việc nghiên
cứu so sánh liên ngành giữa hai mô hình thực nghiệm kinh điển thuộc hai lĩnh vực
hoàn toàn độc lập: Hàm sản xuất Cobb-Douglas (Kinh tế học vĩ mô) và Công thức
thủy lực Manning (Kỹ thuật cơ học chất lưu). Phân tích toán học chỉ ra rằng, dù
đối tượng khảo sát khác biệt, cả hai mô hình đều tự thân hội tụ về cấu trúc lũy
thừa nhân tính (multiplicative power-law), tuân thủ nghiêm ngặt nguyên lý sụp đổ
hệ thống (zero-entry collapse), quy luật tỷ lệ đồng cấp phi tuyến và phương pháp
tuyến tính hóa đồng dạng bằng logarit phục vụ cho hồi quy bình phương tối thiểu
(OLS). Trên cơ sở đó, bài báo đề xuất một khung lý thuyết sư phạm tích hợp giúp
chuyển đổi mô hình tư duy của người học từ tính toán thủ công sang tư duy thuật
toán liên ngành, kích thích khả năng chuyển đổi tri thức và nâng cao hiệu quả lưu
trữ kiến thức dài hạn theo lý thuyết tâm lý học nhận thức.

Từ khóa: Sự hội tụ cấu trúc; Hàm lũy thừa nhân tính; Hàm sản xuất Cobb-Douglas;
Công thức Manning; Giáo dục Toán học Thực tế (RME); Tuyến tính hóa logarit.

Abstract

In undergraduate advanced calculus, the pedagogy of multivariable functions is tra-
ditionally confined to abstract theories, creating a cognitive barrier for students in
grasping their real-world applications. This paper proposes an innovative peda-
gogical approach grounded in the concept of ”Structural Convergence” through an
interdisciplinary comparative study of two classic empirical models from entirely
separate domains: the Cobb-Douglas Production Function (Macroeconomics) and
the Manning Hydraulic Formula (Fluid Mechanics). Mathematical analysis reveals
that, despite disparate subject matters, both models autonomously converge to-
ward a multiplicative power-law structure, strictly obeying the zero-entry system
collapse principle, non-linear homogeneous scaling laws, and identical logarithmic
linearization methods tailored for Ordinary Least Squares (OLS) regression. Build-
ing upon these findings, an integrated pedagogical framework is developed to shift
students’ cognitive paradigms from manual computation to interdisciplinary algo-
rithmic thinking, thereby fostering knowledge transfer capabilities and enhancing
long-term retention as dictated by cognitive psychology.
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1 Mở đầu (Introduction)

1.1 Đặt vấn đề

Trong chương trình Toán học đại cương tại các trường đại học, học phần Giải tích đa
biến và Đại số tuyến tính đóng vai trò là nền tảng công cụ cốt lõi cho mọi ngành khoa
học ứng dụng. Tuy nhiên, phương pháp tiếp cận sư phạm truyền thống thường sa đà vào
các định lý trừu tượng, kỹ thuật tính đạo hàm hàm nhiều biến hoặc các phép toán ma
trận thuần túy. Điều này vô hình trung tạo ra một rào cản nhận thức lớn, khiến sinh viên
khối ngành Kỹ thuật và Kinh tế gặp rất nhiều khó khăn trong việc cảm nhận ý nghĩa
thực tiễn của toán học. Sinh viên thường nhìn nhận các hàm số nhiều biến như những
công thức hàn lâm rời rạc, phục vụ cho việc thi cử, thay vì thấu hiểu chúng như những
ngôn ngữ mô hình hóa sống động, có khả năng giải mã các quy luật vận hành của thế
giới thực.

1.2 Tổng quan nghiên cứu

Để giải quyết bài toán động lực học học tập này, lý thuyết Giáo dục Toán học Thực tế
(Realistic Mathematics Education - RME) và dạy học ngữ cảnh nhấn mạnh việc tìm kiếm
các điểm chạm liên ngành. Một trong những hiện tượng triết học toán học sâu sắc nhất
nhưng chưa được khai thác triệt để trong giảng dạy là Sự hội tụ cấu trúc (Structural
Convergence). Hiện tượng này xảy ra khi các quy luật tự nhiên (thuộc khoa học vật lý,
kỹ thuật) và các quy luật xã hội (thuộc khoa học hành vi, kinh tế) dù hình thành độc
lập, đối tượng khảo sát hoàn toàn khác biệt, nhưng lại có chung một biểu thức toán học
cấu trúc.

Trong lịch sử mô hình hóa thực nghiệm, dạng hàm lũy thừa đa biến có tính chất nhân
tính (multiplicative power-law) chính là một điểm hội tụ lý tưởng. Vũ trụ mô hình hóa
dường như luôn ưu tiên cấu trúc này khi các biến độc lập không vận hành riêng rẽ mà
tác động tương hỗ, khuếch đại lẫn nhau để quyết định đầu ra của hệ thống. Việc đặt các
mô hình đồng cấu (isomorphic) này cạnh nhau không chỉ làm sáng tỏ bản chất của toán
học công cụ, mà còn kích thích tư duy hệ thống và khả năng tư duy thuật toán của người
học khi đối diện với dữ liệu lớn.

1.3 Mục tiêu bài báo

Bài báo này hướng tới việc thực hiện một nghiên cứu so sánh liên ngành độc đáo giữa hai
mô hình thực nghiệm kinh điển ở hai thế kỷ khác nhau: **Hàm sản xuất Cobb-Douglas**
trong Kinh tế học vĩ mô và **Công thức Manning** trong Thủy lực học dòng chảy (áp
dụng cho hệ thống cống tròn và kênh hở).

Mục tiêu cụ thể của nghiên cứu bao gồm:

1. Khảo sát và tái hiện dòng lịch sử nhận thức luận của từng định lý, từ bối cảnh ra
đời đến phương pháp tiếp cận dữ liệu thực nghiệm của các tác giả.

2. Phân tích tính song song toán học để chỉ ra điểm giao thoa kỳ lạ về mặt cấu trúc
nhân tính, tính đồng cấp quy mô (scaling laws) và phương pháp tuyến tính hóa
bằng logarit giữa hai công thức.
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3. Đề xuất một khung lý thuyết sư phạm ứng dụng cấu trúc hội tụ này vào việc đổi
mới bài giảng Toán đại cương, giúp sinh viên chuyển đổi mô hình tư duy từ tính
toán thủ công sang tư duy thuật toán liên ngành.

2 Lịch sử nhận thức luận của hai mô hình (Epistemological

History)

2.1 Hàm sản xuất Cobb-Douglas (Giai đoạn 1927–1928)

2.1.1 Bối cảnh lịch sử

Vào những thập niên đầu của thế kỷ XX, nền kinh tế học chủ yếu vận hành dựa trên các
lý thuyết mô tả định tính và các mô hình biểu diễn hình học tĩnh. Trong bối cảnh đó,
nhà kinh tế học thực nghiệm người Mỹ Paul Douglas đã thực hiện các quan sát thống kê
sâu rộng về nền sản xuất công nghiệp chế tạo tại Mỹ. Khi phân tích chuỗi số liệu lịch sử
trong suốt 22 năm (giai đoạn từ năm 1899 đến năm 1920), ông đã phát hiện ra một hiện
tượng thực nghiệm vô cùng đặc biệt: tỷ lệ phân chia thu nhập quốc dân giữa hai yếu tố
sản xuất cốt lõi là Lao động (Labor) và Vốn (Capital) hầu như duy trì ở một mức hằng
số không đổi (≈ 3/4 cho lao động và ≈ 1/4 cho vốn) qua nhiều thập kỷ, bất chấp những
biến động lớn của thị trường.

Nhận thức được rằng các mô hình tuyến tính dạng cộng (Y = αL + βK) không thể
phản ánh được mối quan hệ tương hỗ và tính co giãn của nền kinh tế thực, Paul Douglas
đã tìm kiếm một giải pháp toán học đột phá hơn. Vào năm 1927, ông quyết định đem bài
toán thực nghiệm cùng chuỗi số liệu 1899–1920 này tới hợp tác với Charles Cobb – một
nhà toán học và là giáo sư tại Đại học Amherst – với mục tiêu tìm kiếm một cấu trúc
hàm số đặc trưng có thể khớp và giải thích được quy luật phân phối hằng số này.

2.1.2 Sự ra đời và ý nghĩa bước ngoặt

Dựa trên các yêu cầu về mặt kinh tế lượng của Douglas, Charles Cobb đã đề xuất sử
dụng dạng hàm lũy thừa đa biến có tính chất nhân tính (multiplicative power-law), vốn
là một cấu trúc quen thuộc trong toán học thuần túy nhưng chưa từng được áp dụng hệ
thống trong kinh tế:

Y = A · Lα ·Kβ (1)

Trong đó, Y đại diện cho tổng sản lượng đầu ra; L và K lần lượt là lượng lao động và
vốn đầu vào; A là hệ số quy mô (sau này được định nghĩa là Năng suất tổng nhân tố -

Total Factor Productivity, đại diện cho trình độ công nghệ và quản lý). Ở phiên bản sơ
khởi công bố giai đoạn 1927–1928, dựa trên việc khớp dữ liệu giai đoạn 1899–1920 của
Douglas, hai ông đã đưa ra các tham số thực nghiệm tương ứng là α = 0.75 và β = 0.25,
thỏa mãn giả định α + β = 1 để biểu diễn trạng thái hiệu suất không đổi theo quy mô.

Sự ra đời của hàm sản xuất Cobb-Douglas đã tạo nên một bước ngoặt vĩ đại trong
lịch sử nhận thức luận. Nó chính thức đặt nền móng vững chắc cho Kinh tế lượng hiện
đại (Econometrics), chuyển dịch toàn bộ ngành kinh tế học từ kỷ nguyên lập luận định
tính sang kỷ nguyên phân tích định lượng thực nghiệm. Kể từ đây, toán học không còn
là một công cụ minh họa phụ trợ, mà trở thành chiếc kính hiển vi giúp các nhà kinh tế
soi chiếu và kiểm chứng các quy luật xã hội thông qua dữ liệu thống kê thực tế.
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2.2 Công thức dòng chảy Manning (Giai đoạn 1889–1891)

2.2.1 Bối cảnh lịch sử

Vào nửa cuối thế kỷ XIX, cùng với sự bùng nổ của quá trình đô thị hóa và nhu cầu xây
dựng các hệ thống cấp thoát nước, việc tính toán chính xác vận tốc và lưu lượng dòng
chảy trong kênh hở và đường cống đóng vai trò sống còn trong kỹ thuật hạ tầng. Thời
bấy giờ, các kỹ sư chủ yếu sử dụng công thức Chézy (V = C

√
RS) được đề xuất từ năm

1775. Tuy nhiên, rào cản lớn nhất nằm ở việc xác định hệ số dòng chảy C (hệ số Chézy).
Các công thức đương thời dùng để tính C (như công thức Ganguillet–Kutter hoặc Bazin)
lại quá phức tạp, chứa nhiều căn thức lồng nhau và phụ thuộc nặng nề vào việc tra bảng
hoặc tính toán thủ công hệ số logarit phức tạp, gây ra nhiều bất tiện và sai sót trong thực
địa kỹ thuật.

Trong bối cảnh đó, Robert Manning – một kỹ sư dân dụng người Ireland, khi đó đang
đảm nhận vị trí Trưởng kỹ sư của Hội đồng Công trình Công cộng (Board of Public
Works) – đã bày tỏ sự không hài lòng sâu sắc với tính chất cồng kềnh mang tính hàn lâm

của các công thức này. Ông cho rằng một công thức kỹ thuật thực dụng cần phải đơn
giản, dễ tra cứu và có cấu trúc toán học thuần túy hơn để tối ưu hóa thời gian thiết kế
của các kỹ sư.

2.2.2 Sự ra đời và đóng góp thực tiễn

Để tìm kiếm một quy luật tối ưu, Manning đã tiến hành một cách tiếp cận thuần túy

thực nghiệm. Ông thu thập và phân tích tỉ mỉ hàng trăm bộ dữ liệu dòng chảy thực tế từ
các con sông tự nhiên, kênh dẫn nhân tạo cho đến các hệ thống đường cống thoát nước

tròn đang vận hành trên khắp châu Âu. Thông qua quá trình khớp dữ liệu và thử nghiệm
không mệt mỏi với các số mũ khác nhau, vào giai đoạn 1889–1891, Manning đã tạo ra
một bước đột phá khi đề xuất loại bỏ hoàn toàn hệ số logarit phức tạp để thay thế bằng
một hàm lũy thừa thuần túy tính theo bán kính thủy lực R và độ dốc hình học S:

V =
1

n
R2/3S1/2 (2)

Trong đó, V là vận tốc trung bình của dòng chảy; n là hệ số nhám Manning (đại diện cho
lực ma sát và độ thô nhám của bề mặt lòng cống/kênh); R là bán kính thủy lực và S là
độ dốc năng lượng (trong dòng chảy đều chính là độ dốc đáy hình học). Để phục vụ cho
bài toán thiết kế lưu lượng tổng thể Q, công thức này lập tức được nhân thêm với diện
tích mặt cắt ướt A, tạo nên biểu thức kinh điển:

Q =
1

n
A ·R2/3S1/2 (3)

Sự ra đời của công thức Manning là một minh chứng hùng hồn cho sức mạnh của toán
học thực nghiệm trong kỹ thuật. Từ một biểu thức toán học dạng lũy thừa nhân tính đơn
giản, Manning đã định hình lại toàn bộ ngành kỹ thuật thủy lực. Nhờ tính chất tinh gọn
và độ chính xác thực tế cao, công thức này đã nhanh chóng vượt qua các mô hình phức
tạp cùng thời để trở thành tiêu chuẩn thiết kế quốc tế, được tích hợp vào mọi phần mềm
kỹ thuật hiện đại ngày nay từ AutoCAD, GIS cho đến SWMM trong việc mô phỏng hệ
thống thoát nước cống tròn đô thị.
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3 Sự song song toán học và Điểm chung cấu trúc

(Mathematical Parallelism & Structural Commonality)

3.1 Đồng nhất cấu trúc biểu thức

3.1.1 Thiết lập ma trận so sánh trực diện

Mặc dù được phát minh ở hai thế kỷ khác nhau để giải quyết hai đối tượng nghiên cứu
hoàn toàn độc lập — một bên là các thực thể xã hội chuyển động theo quy luật cung cầu
kinh tế, một bên là các phân tử nước vận động theo quy luật cơ học chất lưu — nhưng khi
đặt cạnh nhau dưới lăng kính toán học ứng dụng, Hàm sản xuất Cobb-Douglas và Công
thức thủy lực Manning lại thể hiện một sự đồng cấu cấu trúc (structural isomorphism)
kỳ lạ.

Cả hai mô hình thực nghiệm này đều hội tụ về dạng hàm lũy thừa đa biến có tính
chất nhân tính (multiplicative power-law function). Để làm nổi bật sự tương đồng này,
cấu trúc biểu thức của hai mô hình được đặt trong hệ quy chiếu đối sánh trực diện thông
qua Bảng 1.

Bảng 1: Đối sánh cấu trúc toán học giữa Hàm Cobb-Douglas và Công thức Manning

Thành phần hệ thống Hàm sản xuất Cobb-Douglas Công thức thủy lực Manning

Dạng biểu thức tổng quát Y = A · Lα ·Kβ Q =
(
1
n

)
· A1

w ·R2/3 · S1/2

Đầu ra hệ thống (Output) Y (Tổng sản lượng) Q (Tổng lưu lượng dòng chảy)

Hệ số nội tại (Efficiency) A (Năng suất tổng nhân tố) 1
n
(Hệ số mịn/nghịch đảo độ nhám)

Biến độc lập 1 (Động lực) L (Yếu tố Sức lao động) Aw (Diện tích mặt cắt ướt)

Biến độc lập 2 (Tích lũy) K (Yếu tố Tư bản / Vốn) R (Bán kính thủy lực)

Biến độc lập 3 (Gia tốc) — S (Độ dốc hình học đáy cống)

Các số mũ co giãn α, β (Phụ thuộc thực nghiệm) 1, 2
3
, 1
2
(Hằng số thực nghiệm cố định)

Lưu ý: Để tránh nhầm lẫn ký hiệu trong ngữ cảnh liên ngành, diện tích mặt cắt ướt
trong công thức Manning được ký hiệu là Aw (Area of waterway) nhằm phân biệt với hệ
số công nghệ A của hàm Cobb-Douglas.

3.1.2 Định nghĩa các vai trò hệ thống tương đương

Sự tương đồng về mặt biểu thức toán học này cho phép chúng ta đồng nhất các vai trò
động lực học hệ thống giữa hai mô hình:

• Đầu ra hệ thống (Y ↔ Q): Y là dòng chảy sản lượng vật chất được tạo ra cho
nền kinh tế, trong khi Q là dòng chảy thể tích nước được vận chuyển qua lòng cống
tròn. Cả hai đều đại diện cho năng suất hay hiệu quả đầu ra cuối cùng của một quá
trình vận động.

• Hệ số năng suất nội tại (A ↔ 1
n
): Trong kinh tế, hệ số A đại diện cho trình độ

công nghệ, năng lực quản lý và thể chế, giúp khuếch đại sản lượng mà không cần
tăng vốn hay lao động. Trong thủy lực, 1

n
đóng vai trò tương đương; lòng cống càng

mịn (hệ số nhám n càng nhỏ thì 1
n
càng lớn), năng lực dẫn nước của hệ thống càng

được tối ưu hóa. Cả hai hệ số đều đóng vai trò là hằng số tỷ lệ khuếch đại vật chất.
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• Các biến đầu vào phụ thuộc lũy thừa (L,K ↔ Aw, R, S): Các biến độc lập
này đều đóng vai trò là các nguồn lực đầu vào. Nếu như lao động (L) và vốn (K)
phối hợp để tạo ra sản lượng thì diện tích hình học (Aw), khả năng phân phối dòng
chảy (R) và động lực trọng trường (S) phối hợp để quyết định lưu lượng. Sự thiếu
hụt hay triệt tiêu của bất kỳ biến đầu vào nào đều dẫn đến sự sụp đổ công năng
của toàn bộ hệ thống (đầu ra bằng 0).

3.2 Bản chất nhân tính (Multiplicative Property)

3.2.1 Sự tương tác khuếch đại thay vì cộng dồn

Điểm cốt lõi tạo nên sự hội tụ giữa hàm Cobb-Douglas và công thức Manning chính là
việc lựa chọn cấu trúc phép nhân (Y = Πxai

i ) thay vì phép cộng (Y = Σaixi). Trong cả
hai hệ thống, các biến độc lập không vận hành như những thực thể rời rạc mà luôn có sự
tác động tương hỗ, khuếch đại lẫn nhau.

• Trong Kinh tế học: Lao động (L) và Vốn (K) được coi là các yếu tố bổ trợ cho
nhau. Nếu một doanh nghiệp sở hữu dàn máy móc hiện đại (K lớn) nhưng không
có công nhân vận hành (L = 0), sản lượng chắc chắn bằng 0. Ngược lại, trình độ
công nghệ (A) càng cao thì một đơn vị vốn hoặc lao động đầu vào sẽ tạo ra giá trị
thặng dư lớn hơn theo cấp số nhân.

• Trong Thủy lực học: Một lòng cống có diện tích mặt cắt lớn (Aw) nhưng không
có độ dốc đáy (S = 0) thì nước sẽ đứng yên thành ao tù, không tạo ra lưu lượng
chảy. Tương tự, nếu lòng cống bị tắc nghẽn hoặc độ nhám quá lớn khiến hệ số mịn
triệt tiêu, lưu lượng sẽ không thể hình thành.

3.2.2 Nguyên lý sụp đổ hệ thống (Zero-Entry Collapse)

Về mặt toán học, cấu trúc nhân tính tuân thủ nghiêm ngặt nguyên lý "Sụp đổ hệ thống".
Đối với mô hình dạng cộng, nếu một biến độc lập triệt tiêu, hệ thống vẫn duy trì một
giá trị đầu ra nhất định từ các biến còn lại. Tuy nhiên, thực tế thực nghiệm trong cả hai
ngành đều chứng minh điều ngược lại:

lim
xi→0

f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) = 0 (4)

Sự hội tụ này cho thấy một chân lý trong mô hình hóa thực nghiệm: Khi các thành phần
của một hệ thống có tính chất phụ thuộc lẫn nhau để tạo ra kết quả (interdependence),
phép nhân lũy thừa là cấu trúc duy nhất phản ánh đúng bản chất vật lý và kinh tế. Điều
này giải thích tại sao dù cách nhau gần 40 năm và ở hai lĩnh vực khác biệt, Cobb-Douglas
và Manning đều tự thân tìm đến cùng một dạng hàm số.

3.2.3 Tính co giãn và hằng số số mũ

Phép nhân lũy thừa còn cho phép các nhà khoa học đo lường Tính co giãn (Elasticity).

• Trong hàm Cobb-Douglas, số mũ α cho biết nếu tăng 1% lao động thì sản lượng
tăng bao nhiêu %.

• Trong công thức Manning, số mũ 1/2 của S cho biết lưu lượng chỉ tăng theo căn
bậc hai của độ dốc.

7



Việc sử dụng số mũ (Power) thay vì hệ số nhân tuyến tính cho phép mô tả các quy luật
hiệu suất giảm dần hoặc tăng dần một cách linh hoạt, điều mà các mô hình dạng cộng
đơn giản không thể thực hiện được.

3.3 Quy luật tỷ lệ và Tính đồng cấp (Scaling & Homogeneity)

3.3.1 Toán học về hàm đồng cấp

Cả hàm Cobb-Douglas và công thức Manning đều là những hàm đồng cấp (homogeneous
functions). Một hàm số f(x1, x2, . . . , xn) được gọi là đồng cấp bậc k nếu với mọi hằng số
λ > 0, ta có:

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λkf(x1, x2, . . . , xn) (5)

Giá trị của bậc đồng cấp k chính là chìa khóa để hiểu về quy luật tỷ lệ khi hệ thống thay
đổi kích thước hoặc nguồn lực đầu vào.

3.3.2 Kinh tế học: Hiệu suất theo quy mô (Returns to Scale)

Trong mô hình Cobb-Douglas, bậc đồng cấp được xác định bằng tổng các số mũ k = α+β.
Khi tất cả các yếu tố đầu vào (vốn và lao động) tăng lên λ lần, sản lượng đầu ra sẽ thay
đổi theo ba kịch bản:

• α+ β = 1 (Hiệu suất không đổi): Sản lượng tăng đúng λ lần. Đây là trạng thái
lý tưởng mà Cobb và Douglas đã sử dụng để khớp dữ liệu 1899–1920.

• α + β > 1 (Hiệu suất tăng dần): Lợi thế quy mô giúp đầu ra tăng nhanh hơn
tốc độ tăng của đầu vào.

• α + β < 1 (Hiệu suất giảm dần): Sự quá tải trong quản lý hoặc giới hạn tài
nguyên khiến đầu ra tăng chậm lại.

3.3.3 Thủy lực học: Tính đồng cấp hình học và quy luật 8/3

Trong thủy lực cống tròn, công thức Manning thể hiện một quy luật tỷ lệ hình học khắt
khe hơn thông qua phân tích thứ nguyên (Dimensional Analysis). Nếu ta coi một mặt cắt
cống là đồng dạng hình học và phóng to mọi kích thước chiều dài (đường kính D, bán
kính thủy lực R, chiều sâu y) lên λ lần, trong khi giữ nguyên độ dốc S và độ nhám n:

• Diện tích mặt cắt Aw tăng theo tỷ lệ λ2.

• Bán kính thủy lực R tăng theo tỷ lệ λ1.

Khi đó, lưu lượng Q sẽ thay đổi theo tỷ lệ:

Qnew =
1

n
(λ2Aw)(λR)2/3S1/2 = λ2+2/3Qold = λ8/3Qold (6)

Bậc đồng cấp k = 8/3 ≈ 2.67 cho thấy lưu lượng nước nhạy cảm một cách mãnh liệt với
sự thay đổi kích thước hình học. Một sự gia tăng nhỏ về kích thước lòng cống sẽ tạo ra
sự bùng nổ về năng lực thoát nước.
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3.3.4 Điểm giao thoa tư duy

Sự tương đồng ở đây nằm ở tư duy Scaling. Các nhà kinh tế học dùng số mũ để dự báo sự
tăng trưởng của quốc gia, còn các kỹ sư thủy lực dùng số mũ để dự báo khả năng chống
ngập của đô thị khi mở rộng hạ tầng. Việc hiểu rằng các hệ thống thực nghiệm vận hành
theo các hàm đồng cấp giúp sinh viên nhận ra rằng: thế giới không vận hành theo các
đường thẳng tuyến tính, mà vận hành theo các quy luật tỷ lệ lũy thừa, nơi mà quy mô
đóng vai trò quyết định đến hiệu suất đầu ra.

3.4 Phương pháp tuyến tính hóa bằng Logarithm

3.4.1 Nhu cầu tuyến tính hóa trong xử lý dữ liệu thực nghiệm

Trong kỷ nguyên của Cobb, Douglas và Manning, việc giải các hệ phương trình phi tuyến
hàm mũ là một thách thức cực lớn về mặt tính toán. Để tìm ra các tham số thực nghiệm
(α, β hay n), các nhà khoa học cần một công cụ để đưa các hàm số về dạng tuyến tính
phẳng. Logarit tự nhiên (ln) chính là "chìa khóa"toán học cho phép chuyển đổi phép nhân
thành phép cộng và số mũ thành hệ số nhân, giúp đơn giản hóa quá trình tính toán mà
không làm mất đi bản chất của mối quan hệ giữa các biến.

3.4.2 Biến đổi toán học đồng dạng

Bằng cách lấy logarit tự nhiên hai vế, cả hai mô hình kinh tế và thủy lực đều được đưa
về cùng một dạng phương trình đường thẳng đa biến (z = a0 + a1x1 + a2x2 + . . . ):

1. Đối với hàm Cobb-Douglas:

ln(Y ) = ln(A) + α ln(L) + β ln(K) (7)

Đây là một phương trình mặt phẳng trong không gian ba chiều (lnL, lnK, lnY ),
nơi mà các hệ số co giãn α, β trở thành độ dốc của mặt phẳng.

2. Đối với công thức Manning:

ln(Q) = ln

(
1

n

)
+ 1 ln(Aw) +

2

3
ln(R) +

1

2
ln(S) (8)

Tương tự, các số mũ thực nghiệm 2/3 và 1/2 được tách ra thành các hằng số tuyến
tính, cho phép các kỹ sư dễ dàng kiểm chứng độ chính xác của mô hình so với dữ
liệu thực đo.

3.4.3 Ứng dụng trong hồi quy Bình phương tối thiểu (OLS)

Việc tuyến tính hóa bằng logarit cho phép áp dụng phương pháp Bình phương tối thiểu
(Ordinary Least Squares - OLS) — một thuật toán nền tảng trong thống kê và tư duy
máy tính hiện đại.

• Xử lý nhiễu dữ liệu: Trong thực tế, dữ liệu kinh tế vĩ mô hay dữ liệu dòng chảy
sông ngòi luôn tồn tại sai số (nhiễu). Phương pháp OLS giúp tìm ra "đường thẳng
tốt nhất"đi qua đám mây dữ liệu logarit, từ đó xác định được giá trị hệ số nhám n
hoặc năng suất công nghệ A một cách khách quan nhất.
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• Tư duy thuật toán: Đây là điểm chạm quan trọng trong giảng dạy ứng dụng.
Thay vì bắt sinh viên tính toán thủ công các số mũ lẻ như 2/3, giảng viên hướng
dẫn sinh viên cách chuyển đổi dữ liệu thô sang không gian logarit, chạy thuật toán
hồi quy tuyến tính trên Excel hoặc MATLAB, sau đó dùng hàm ngược (ex) để thu
được mô hình thực nghiệm ban đầu.

3.4.4 Ý nghĩa triết học của sự tuyến tính hóa

Sự hội tụ ở mục này cho thấy một nguyên lý quan trọng trong khoa học: Những quy luật
phức tạp nhất của tự nhiên và xã hội thường ẩn chứa một cấu trúc tuyến tính đơn giản
khi nhìn dưới lăng kính logarit. Việc thấu hiểu phương pháp này giúp sinh viên không
chỉ nắm vững toán học mà còn hình thành kỹ năng xử lý dữ liệu liên ngành, từ việc dự
báo tăng trưởng kinh tế đến việc mô phỏng thủy lực mạng lưới thoát nước đô thị.

4 Ứng dụng sư phạm và Mô hình dạy học liên ngành

(Educational Implications & Interdisciplinary Teaching

Model)

4.1 Thiết kế module giảng dạy dựa trên sự tương đồng cấu trúc

Việc đưa sự tương đồng giữa hàm Cobb-Douglas và công thức Manning vào chương trình
giảng dạy chương "Hàm số nhiều biến"hoặc "Mô hình hóa toán học"không chỉ là việc giới
thiệu thêm các ví dụ thực tế, mà là một sự thay đổi về tư duy thiết kế bài giảng.

4.1.1 Cấu trúc module học tập tích hợp

Giảng viên có thể thiết kế một module học tập theo tiến trình "Khám phá - Đồng nhất

- Ứng dụng":

• Bước 1 (Khám phá): Sinh viên được giao hai bộ dữ liệu thực nghiệm độc lập: dữ
liệu kinh tế (vốn, lao động, sản lượng) và dữ liệu thủy lực (diện tích, độ dốc, lưu
lượng).

• Bước 2 (Đồng nhất): Thông qua các phép biến đổi logarit (đã trình bày ở mục
3.4), sinh viên tự tìm ra rằng cả hai bộ dữ liệu đều tuân thủ cùng một quy luật lũy
thừa nhân tính.

• Bước 3 (Ứng dụng): Sinh viên sử dụng các công cụ tính toán (Excel, MATLAB
hoặc Python) để thực hiện hồi quy tuyến tính, từ đó xác định các hệ số thực nghiệm
cho cả hai mô hình.

Cách tiếp cận này biến một tiết học Giải tích khô khan thành một phòng thí nghiệm dữ
liệu liên ngành, nơi toán học đóng vai trò là "chiếc chìa khóa vạn năng"mở ra các cánh
cửa khoa học khác nhau.
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4.2 Khảo sát tâm lý học nhận thức và Hiệu quả lưu trữ kiến
thức

4.2.1 Từ "Học vẹt"đến "Học sâu"(Deep Learning)

Tâm lý học nhận thức chỉ ra rằng con người ghi nhớ thông tin tốt hơn khi thông tin đó
được đặt trong một mạng lưới các mối liên kết (Schema). Việc học vẹt các công thức rời
rạc như Y = ALαKβ hay Q = 1

n
AR2/3S1/2 thường dẫn đến hiện tượng "quên sau kỳ thi".

Tuy nhiên, khi sinh viên hiểu được Cấu trúc hội tụ, họ không còn nhớ hai công thức
riêng biệt mà nhớ một Nguyên lý mô hình hóa: "Các hệ thống thực nghiệm có tính tương
tác đầu vào thường vận hành theo cấu trúc nhân tính". Khi đó, kiến thức được lưu trữ ở
dạng bản chất (conceptual understanding) thay vì dạng ký hiệu (symbolic memorization).

4.2.2 Kích thích tư duy sáng tạo và Chuyển đổi tri thức (Knowledge Transfer)

Khả năng "Chuyển đổi tri thức"là năng lực cao nhất của một kỹ sư hay nhà kinh tế tương
lai. Khi sinh viên nhận ra sự tương đồng giữa dòng chảy của tiền tệ và dòng chảy của
nước, họ được rèn luyện kỹ năng Tư duy ẩn dụ (Metaphorical Thinking).

• Một sinh viên kỹ thuật có thể hiểu về hiệu suất quy mô kinh tế thông qua việc
tưởng tượng việc mở rộng đường ống dẫn nước.

• Một sinh viên kinh tế có thể hiểu về tác động của độ dốc (động lực) và độ nhám
(rào cản) lên tốc độ tăng trưởng.

Sự kết nối này phá vỡ "tư duy đóng hộp"(silo mentality), giúp sinh viên sẵn sàng thích
nghi với các bài toán phức tạp và liên ngành trong kỷ nguyên công nghiệp 4.0.

4.2.3 Đánh giá năng lực thay vì đánh giá kỹ năng tính toán

Mô hình dạy học này chuyển dịch trọng tâm đánh giá:

• Từ: Tính đạo hàm riêng của hàm số f(x, y) = Axayb.

• Sang: Xây dựng mô hình toán học từ dữ liệu thực nghiệm và giải thích ý nghĩa của
các tham số trong bối cảnh thực tế.

Điều này giúp sinh viên hình thành sự tự tin khi đối mặt với các vấn đề thực tiễn, đồng
thời thấy được giá trị tự thân của Toán học đại cương trong sự nghiệp chuyên môn sau
này.
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