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LỜI MỞ ĐẦU 
Trong không khí toàn thể cán bộ, giảng viên của Nhà trường đang gấp rút hoàn thành 

các công việc kết thúc năm học 2025 – 2026 và chuẩn bị đón chào học kỳ hè 2026, 

Khoa Công nghệ và Khoa học dữ liệu tổ chức hội nghị khoa học cấp Khoa thường 

niên: “HỘI THẢO ỨNG DỤNG TOÁN HỌC, KHOA HỌC MÁY TÍNH, 

KHOA HỌC DỮ LIỆU VÀ AI TRONG NGHIÊN CỨU VÀ GIẢNG DẠY 

LIÊN NGÀNH TẠI KHOA CN&KHDL”. Các bài viết trong Hội thảo tập trung 

trao đổi, chia sẻ kinh nghiệm về việc ứng dụng các phương pháp giảng dạy hiện đại 

và các kết quả nghiên cứu trong lĩnh vực Toán học, Khoa học máy tính, Khoa học dữ 

liệu và Trí tuệ nhân tạo (AI) vào hoạt động đào tạo và nghiên cứu liên ngành. Nhiều 

báo cáo giới thiệu các hướng nghiên cứu và mô hình triển khai đã được áp dụng hiệu 

quả trong giảng dạy các học phần thuộc lĩnh vực Toán học, Tin học, Khoa học máy 

tính và Khoa học dữ liệu, góp phần nâng cao chất lượng đào tạo, năng lực nghiên 

cứu khoa học và năng lực đổi mới sáng tạo của đội ngũ giảng viên. 

Bên cạnh đó, Hội thảo cũng công bố các kết quả nghiên cứu và ứng dụng mới trong 

lĩnh vực công nghệ số, phân tích dữ liệu, học máy, trí tuệ nhân tạo và Toán ứng dụng 

nhằm giải quyết các bài toán thực tiễn trong kinh tế, kinh doanh, giáo dục và quản 

trị. Những đóng góp này không chỉ thúc đẩy hoạt động nghiên cứu khoa học của Khoa 

Công nghệ và Khoa học dữ liệu mà còn góp phần phát triển các chương trình đào tạo 

Khoa học máy tính và Khoa học dữ liệu theo định hướng liên ngành tại Trường Đại 

học Ngoại thương. 

Trong quá trình chuẩn bị và tổ chức Hội thảo, Ban Tổ chức đã nhận được nhiều bài 

viết có giá trị khoa học từ các giảng viên trong Khoa, các giảng viên tại Cơ sở II và 

các nhà khoa học đến từ các trường đại học, cơ sở đào tạo khác. Ban Tổ chức trân 

trọng ghi nhận và đánh giá cao sự tham gia tích cực, tinh thần trách nhiệm cùng những 

đóng góp quý báu của các tác giả trong quá trình nghiên cứu, biên soạn, hoàn thiện 

các báo cáo khoa học cũng như phối hợp chuẩn bị các điều kiện cần thiết cho Hội 

thảo. 

Ban Tổ chức mong muốn tiếp tục nhận được những ý kiến trao đổi, góp ý xây dựng 

từ quý vị đại biểu, các nhà khoa học và độc giả nhằm góp phần nâng cao chất lượng 



chuyên môn của Hội thảo cũng như các hoạt động nghiên cứu khoa học trong thời 

gian tới. 

Nhân dịp này, Khoa Công nghệ và Khoa học dữ liệu chân thành gửi lời cảm ơn tới 

Đảng ủy, Ban Giám Hiệu Nhà trường, Phòng Quản lý Khoa học, Phòng Quản lý Đào 

tạo, Phòng Kế hoạch Tài chính cùng các đơn vị trong toàn trường đã ủng hộ, giúp đỡ 

và động viên các cán bộ, giảng viên Khoa Công nghệ & Khoa học dữ liệu trong công 

tác nghiên cứu khoa học. 

Xin chân thành cảm ơn các đại biểu đã tới dự và tham gia thảo luận đóng góp cho sự 

thành công của hội nghị. 

T/M Ban chủ nhiệm Khoa 
P. Trưởng Khoa 

ThS Tô Thị Hải Yến 
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NGHIÊN CỨU TÍNH CHẤT CỦA GIÁ TRỊ RIÊNG LỚN 

THỨ HAI TRONG MA TRẬN LESLIE NGẪU NHIÊN 
ThS. Lê Thị Hương Giang 

Khoa Khoa học Cơ bản,  
Trường Đại học Mỏ - Địa chất, 18 Phố Viên, Hà Nội 

Email: huonggiangle87@gmail.com; Tel: 0987353030 
 
Tóm tắt 
Ma trận Leslie là một mô hình toán học quan trọng trong nghiên cứu sinh học 
quần thể, cho phép mô tả sự biến đổi của quần thể theo cấu trúc tuổi thông qua tỉ 
lệ sinh sản và tỉ lệ sống sót của từng nhóm tuổi. Trong mô hình này, giá trị riêng 
lớn nhất quyết định tốc độ tăng trưởng dài hạn của quần thể, trong khi giá trị 
riêng lớn thứ hai có vai trò quan trọng trong việc đánh giá tốc độ hội tụ của quần 
thể về trạng thái ổn định. Bài báo nghiên cứu tính chất của giá trị riêng lớn thứ 
hai đối với một lớp ma trận Leslie ngẫu nhiên có cấu trúc sinh sản gần tuần hoàn. 
Trên cơ sở chuẩn hóa ma trận Leslie và phân tích phổ của ma trận thu được, bài 
báo trình bày phương pháp khoanh vùng giá trị riêng lớn thứ hai dựa trên các 
tham số đặc trưng của quá trình sinh sản, gồm số đợt sinh sản trong đời, chu kỳ 
sinh sản và độ dài của mỗi đợt sinh sản. Kết quả nghiên cứu góp phần cung cấp 
cơ sở toán học cho việc đánh giá mức độ ổn định của quần thể, đặc biệt trong các 
trường hợp dữ liệu sinh học chưa đầy đủ. 
Từ khóa: ma trận Leslie; giá trị riêng lớn thứ hai; ma trận ngẫu nhiên; sinh sản 
gần tuần hoàn; sinh học quần thể. 
1. Giới thiệu 
Trong sinh học quần thể, việc dự báo xu hướng phát triển của một quần thể theo 
thời gian có ý nghĩa quan trọng đối với công tác bảo tồn, khai thác và quản lý tài 
nguyên sinh vật. Đối với những quần thể có cấu trúc tuổi rõ rệt, mô hình ma trận 
là một trong những công cụ toán học hiệu quả để mô tả quá trình biến đổi quy mô 
quần thể. Trong đó, ma trận Leslie do Leslie P.H. (1945) trang 183–212 đề xuất 
là mô hình kinh điển, biểu diễn sự phát triển của quần thể thông qua tỉ lệ sinh sản 
và tỉ lệ sống sót theo từng nhóm tuổi. 
Sau các công trình ban đầu của Leslie, mô hình ma trận quần thể tiếp tục được mở 
rộng theo nhiều hướng khác nhau, chẳng hạn mô hình theo giai đoạn phát triển 
của Lefkovitch L. P. (1965), các mô hình nhân khẩu học toán học của Keyfitz, N. 
(1968) và các mô hình ma trận quần thể trong sinh thái học hiện đại của Caswell, 
H. (2001). Về mặt toán học, sự phát triển dài hạn của quần thể chịu chi phối mạnh 
bởi các giá trị riêng của ma trận chiếu quần thể. Giá trị riêng lớn nhất, hay giá trị 
riêng Perron, phản ánh tốc độ tăng trưởng; trong khi các giá trị riêng còn lại quyết 
định đặc điểm dao động và tốc độ hội tụ về phân bố tuổi ổn định theo Caswell, H. 
(2001). 
Trong nhiều mô hình quần thể, giá trị riêng lớn thứ hai có ý nghĩa đặc biệt quan 
trọng. Nếu mô-đun của giá trị riêng này gần với giá trị riêng lớn nhất, quần thể có 
thể dao động trong thời gian dài trước khi đạt trạng thái ổn định. Ngược lại, nếu 



Hội nghị Khoa học Khoa Công nghệ và Khoa học Dữ liệu 

 
 
 

174 

giá trị này nhỏ, các dao động chuyển tiếp suy giảm nhanh và quần thể sớm đạt tới 
phân bố tuổi ổn định. 
Tuy nhiên, trong thực tế, các tham số sinh học như tỉ lệ sinh sản và tỉ lệ sống sót 
thường không cố định. Chúng có thể thay đổi theo năm, theo mùa, theo chu kỳ 
sinh học hoặc chịu ảnh hưởng của điều kiện môi trường. Vì vậy, việc xác định 
chính xác các giá trị riêng của ma trận Leslie, đặc biệt là giá trị riêng lớn thứ hai, 
thường gặp nhiều khó khăn. 
Một hướng tiếp cận đáng chú ý là nghiên cứu các ma trận Leslie có kiểu sinh sản 
gần tuần hoàn. Kirkland, S. (1993) đã chỉ ra rằng khi tỉ lệ sinh sản tập trung gần 
các bội số của một chu kỳ nhất định, phổ của ma trận Leslie có những đặc điểm 
riêng biệt, trong đó xuất hiện các giá trị riêng phức có mô-đun gần với bán kính 
phổ. Các kết quả này tiếp tục được Chen, M. Q., & Li, X. (2005) phát triển đối 
với ma trận Leslie dạng hàng ngẫu nhiên và có cấu trúc sinh sản gần tuần hoàn. 
Bên cạnh đó, các mô hình Leslie ngẫu nhiên cũng được Cáceres, M. O., & 
Cáceres-Saez, I. (2011) nghiên cứu nhằm mô tả tốt hơn sự biến động của các tham 
số sống còn trong môi trường không ổn định. 
Trên cơ sở đó, bài báo này tập trung nghiên cứu tính chất của giá trị riêng lớn thứ 
hai trong một lớp ma trận Leslie ngẫu nhiên có kiểu sinh sản gần tuần hoàn. Mục 
tiêu chính là trình bày phương pháp khoanh vùng giá trị riêng lớn thứ hai chỉ dựa 
trên các tham số đặc trưng của quá trình sinh sản, thay vì phải biết chính xác toàn 
bộ tỉ lệ sinh sản ở từng nhóm tuổi. 
2. Cơ sở lý thuyết 
2.1. Ma trận Leslie 
Giả sử một quần thể được chia thành 𝑛 nhóm tuổi khác nhau. Ma trận Leslie là 
ma trận vuông cấp 𝑛, có dạng: 

𝐿 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑓ଵ
𝑠ଵ

𝑓ଶ
0

𝑓ଷ
0

0
0

𝑠ଶ
0

0
𝑠ଷ

⋮
0

⋮
0

⋮
0

    

⋯
…⋯
⋯
⋮
…

    

𝑓௡ିଵ
0
0
0
⋮

𝑠௡ିଵ

    

𝑓௡
0
0
0
⋮
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

,trong đó, 𝑓௝ ≥ 0 là tỉ lệ sinh sản của nhóm tuổi thứ 𝑗, 𝑠௝ > 0 là tỉ lệ sống sót từ 
nhóm tuổi 𝑗 sang nhóm tuổi 𝑗 + 1. Điều kiện tồn tại ít nhất một 𝑓௝ > 0 bảo đảm 
quần thể có khả năng sinh sản. Gọi 𝑥଴ là véc tơ quần thể ban đầu. Khi đó, véc tơ 
quần thể tại thời điểm 𝑡 được xác định bởi: 

𝑥௧ = 𝐿௧𝑥଴. 
Tỉ lệ phân bố tuổi tại thời điểm 𝑡 được biểu diễn thông qua véc tơ chuẩn hóa: 

𝑥௧

∥ 𝑥௧ ∥ଵ
. 

Theo lý thuyết Perron-Frobenius đối với ma trận không âm của Caswell, H. 
(2001), nếu ma trận Leslie thỏa mãn các điều kiện thích hợp về tính bất khả quy 
và nguyên thủy, thì giá trị riêng lớn nhất của ma trận quyết định xu hướng tăng 
trưởng dài hạn của quần thể. 
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2.2. Chuẩn hóa ma trận Leslie 
Gọi 𝜌 là bán kính phổ của ma trận 𝐿, tức 𝜌 =∣ 𝜆ଵ ∣. Để thuận tiện cho việc phân 
tích phổ, ta thực hiện phép biến đổi đồng dạng thông qua ma trận đường chéo: 

𝑆 = diag{𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡}, 
trong đó: 

𝑣ଵ = 1, 𝑣௝ =
∏ 𝑠௜

௝ିଵ
௜ୀଵ

𝜌௝ିଵ , 𝑗 = 2, … , 𝑛. 

Sau phép biến đổi, thu được ma trận chuẩn hóa 𝐴. Hàng đầu tiên của ma trận 𝐴 có 
các phần tử: 

𝑎௝ =
𝑓௝𝑠ଵ𝑠ଶ ⋯ 𝑠௝ିଵ

𝜌௝ , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛. 

Khi đó: 

෍ 𝑎௝

௡

௝ୀଵ

= 1. 

Do đó, ma trận 𝐴 là một ma trận Leslie đã được chuẩn hóa, trong đó giá trị riêng 
lớn nhất 𝜆ଵ = 1. Các giá trị riêng còn lại thỏa mãn ∣ 𝜆௝ ∣< 1, 𝑗 ≥ 2. Việc chuẩn 
hóa này giúp phân tích rõ hơn vai trò của các giá trị riêng dưới trội, đặc biệt là giá 
trị riêng lớn thứ hai, đối với tốc độ hội tụ của quần thể. 
2.3. Ma trận Leslie ngẫu nhiên có kiểu sinh sản gần tuần hoàn 
Trong tự nhiên, nhiều loài sinh vật không sinh sản đều đặn ở mọi lứa tuổi mà 
thường sinh sản tập trung vào một số giai đoạn nhất định trong vòng đời. Ví dụ, 
một loài có thể sinh sản mạnh theo chu kỳ nhiều năm, mỗi chu kỳ chỉ có một 
khoảng thời gian sinh sản ngắn. Đặc điểm này có thể được mô tả bằng khái niệm 
sinh sản gần tuần hoàn. 
Một ma trận Leslie ngẫu nhiên 𝐴 được gọi là có kiểu sinh sản gần tuần hoàn loại 
(𝑘, 𝑑, 𝑠), trong đó 𝑘 là số đợt sinh sản trong đời, 𝑑 là chu kỳ sinh sản và 𝑠 là độ 
dài của mỗi đợt sinh sản, nếu thỏa mãn các điều kiện sau: 

𝑎௤ > 0, 𝑞 ∈ {𝑗𝑑, 𝑗𝑑 − 1, … , 𝑗𝑑 − 𝑠}, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘. 
Điều này có nghĩa là các hệ số sinh sản dương chỉ tập trung quanh các vị trí gần 
bội số của chu kỳ 𝑑. Ngoài ra, các tham số thỏa mãn: 

1 ≤ 𝑠 <
𝑑

2𝑘 + 1 , 𝑘 ≥ 1. 
Điều kiện này phản ánh giả thiết rằng độ dài mùa sinh sản tương đối ngắn so với 
toàn bộ chu kỳ sinh sản. Cách mô tả này phù hợp với hướng nghiên cứu của 
Kirkland, S. (1993).  về ma trận Leslie có kiểu sinh sản gần tuần hoàn, đồng thời 
là cơ sở cho Chen, M. Q., & Li, X. (2005) đưa ra các mở rộng về phổ của ma trận 
Leslie dạng hàng ngẫu nhiên. 

Ví dụ. Ma trận 𝐴 có hàng đầu là ቈ0 … 0ᇣᇤᇥ
଼ ௦ố ଴

ଵ
ସ

ଵ
ଶ

ଵ
ସ
቉ là ma trận loại (1,11,2).  

• 𝑘 = 1: Loài này chỉ có đúng 1 đợt sinh sản trong đời. 
• 𝑑 = 11: Chu kỳ sinh sản lặp lại sau 11 năm. 
• 𝑠 = 2: Độ dài của đợt sinh sản là 2 năm. 
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Ví dụ. Ma trận có hàng đầu là ቈ0 … 0ᇣᇤᇥ
଼ ௦ố ଴

ଵ
ସ

ଷ
଼

 0 … 0ᇣᇤᇥ
଼ ௦ố ଴

ଵ
଼

ଵ
ସ
቉ là loại (2,10,1). 

• 𝑘 = 2: Loài này có 2 đợt sinh sản trong đời. 
• 𝑑 = 10: Chu kỳ sinh sản lặp lại sau 10 năm. 
• 𝑠 = 1: Độ dài của đợt sinh sản là 1 năm. 
3. Kết quả 
3.1. Tính chất của giá trị riêng lớn thứ hai 
Giả sử {𝑢ଵ, 𝑢ଶ, … , 𝑢௡}là tập các véc tơ riêng độc lập tuyến tính tương ứng với các 
giá trị riêng 𝜆ଵ, 𝜆ଶ, … , 𝜆௡. Khi đó, véc tơ quần thể ban đầu có thể được biểu diễn 
dưới dạng: 

𝑥଴ = 𝑐ଵ𝑢ଵ + 𝑐ଶ𝑢ଶ + ⋯ + 𝑐௡𝑢௡ = ෍ 𝑐௝

௡

௝ୀଵ

𝑢௝. 

Sau 𝑡 bước thời gian: 

𝑥௧ = 𝑐ଵ𝑢ଵ + ෍ 𝜆௝
௧

௡

௝ୀଶ

𝑐௝𝑢௝. 

Do ∣ 𝜆௝ ∣< 1với 𝑗 ≥ 2, nên khi 𝑡 đủ lớn, các thành phần ứng với những giá trị riêng 
có mô-đun nhỏ sẽ suy giảm dần. Khi đó, dao động chuyển tiếp của quần thể chủ 
yếu chịu ảnh hưởng bởi giá trị riêng lớn thứ hai. 
Trong nhiều trường hợp, giá trị riêng lớn thứ hai là một cặp giá trị riêng phức liên 
hợp: 

𝜆ଶ = 𝑟ଶ𝑒௜ఏమ, 𝜆ଷ = 𝜆ଶ‾ = 𝑟ଶ𝑒ି௜ఏమ. 
Ở đây, 𝑟ଶ =∣ 𝜆ଶ| là mô-đun và 𝜃ଶ là góc argument của 𝜆ଶ. Chu kỳ dao động của 
quần thể có thể xấp xỉ bởi: 

𝜃ଶ ≈
2𝜋
𝑇 , 

trong đó 𝑇 là chu kỳ dao động. 
Xét sự biến thiên của véc tơ quần thể sau khoảng thời gian 𝑇, ta có hiệu số 

∆𝑥௣ = 𝑥(௣ାଵ)் − 𝑥௣் = ෍ 𝜆௝
௣௧൫𝜆௝

௧ − 1൯𝑐௝𝑢௝

௡

௝ୀଶ

 

Khi thời gian quan sát đủ lớn (𝑝 → +∞), tỉ số ቀ௥ೕ

௥మ
ቁ

௣்
→ 0 (𝑗 ≥ 4) nên các giá trị 

riêng 𝜆௝(𝑗 ≥ 4) nhỏ sẽ bị triệt tiêu. Do 𝑇 = ଶగ
ఏమ

 nên 𝑒௜ఏమ் ≈ 1 thì với một số nguyên 
𝑝 đủ lớn: 

∆𝑥௣ ≈ 𝑟ଶ
௣்(𝑟ଶ

் − 1)(𝑐ଶ𝑢ଶ + 𝑐ଷ𝑢ଷ) 
Nên, 𝑥(௣ାଶ)௧ − 𝑥(௣ାଵ)௧ ≈ 𝑟ଶ

௧(𝑥(௣ାଵ)௧ − 𝑥௣௧). Công thức này cho ta thấy biến động 
của quần thể thực chất chỉ bị chi phối bởi hệ số 𝑟ଶ, còn 𝜃ଶ liên quan đến chu kỳ 
dao động của quần thể. Nếu 𝑟ଶ gần 1, dao động sẽ suy giảm chậm và quần thể cần 
thời gian dài để đạt trạng thái ổn định. Nếu 𝑟ଶ nhỏ hơn đáng kể so với 1, quần thể 
ổn định nhanh hơn. Đây cũng là nhận định phù hợp với lý thuyết phổ của ma trận 
không âm và mô hình ma trận quần thể của Caswell, H. (2001).  
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3.2 Phương pháp khoanh vùng giá trị riêng lớn thứ hai 
Giờ ta tiến hành khoanh vùng giá trị riêng 𝜆ଶ. Với bất kỳ 𝑘, 𝑑, 𝑠, ta định nghĩa: 

𝑙 ≔ 𝑙௞,ௗ,௦ = ൞
ฬ
𝑑 − 𝑠
2𝑘𝑠 ฬ    nếu 2𝑘𝑠 là ước của (𝑑 − 𝑠)

𝑑 − 𝑠
2𝑘𝑠 − 1   nếu 2𝑘𝑠 không là ước của (𝑑 − 𝑠)

 

Điều này có nghĩa là 𝑙 là số nguyên lớn nhất nhỏ hơn ௗି௦
ଶ௞

. Lưu ý rằng với định 
nghĩa này, ta có: 
1 ≤ 𝑙 và ଶగ௟

ௗି௦
< గ

௞௦
 

Định lý dưới đây là phần quan trọng nhất của bài báo, đưa ra cách khoanh vùng 
𝜆ଶ chỉ dựa trên các tham số 𝑘, 𝑑, 𝑠 mà không cần biết chính xác tỉ lệ sinh sản 𝑎௝. 
Định lý. Với mỗi 𝑚 ∈ {1,2, … , 𝑙}, ma trận 𝐴 có đúng một giá trị riêng 𝑟𝑒௜ఏ  thỏa 
mãn 2 điều kiện: 
• Về góc quay: 𝜃 ∈ ቂଶగ

ௗ
; ଶగ

ௗି௦
ቃ  

• Về độ lớn: 𝑟̂௠(𝜃) ≤ 𝑟 ≤ 1, trong 
đó 𝑟̂௠(𝜃) là nghiệm dương của phương trình: 
𝑟̂௠

௞ௗsin ((𝑑 − 𝑠)𝜃 − 𝑟̂௠
ௗି௦ sin(𝑘𝑑𝜃) + sin([(𝑘 − 1)𝑑 + 𝑠]𝜃) = 0, 𝑟̂௠ > 0               

Rõ ràng, 𝑟̂௠(𝜃) chỉ phụ thuộc vào 𝑑, 𝑠, 𝑘 và 𝑚 mà không phụ thuộc vào giá trị thực 
tế của các phần tử khác 0 trên hàng đầu 𝑎௝ của ma trận 𝐴. Do đó, nếu ta xác định 
được giá trị cực tiểu 𝑟̅ = 𝑚𝑖𝑛 𝑟̂௠(𝜃) thì sẽ xác định được ngưỡng ổn định thấp nhất 
của quẩn thể. Và nếu 𝑟̅ ≈ 1 thì quần thể chắc chắn sẽ rất lâu có thể tiến tới trạng 
thái cân bằng. 
Ví dụ. Xét ba ma trận Leslie ngẫu nhiên 𝐴ଵ, 𝐴ଶ, 𝐴ଷ cùng thuộc loại (1,11,2). Điều 
này có nghĩa là các quần thể tương ứng đều có một đợt sinh sản trong đời, chu kỳ 
sinh sản là 11 năm và độ dài mỗi đợt sinh sản là 2 năm. 
Hàng đầu tiên của ba ma trận lần lượt là: 

𝐴ଵ: ൤0, … ,0,
1
3 ,

1
3 ,

1
3൨ , 

𝐴ଶ: ൤0, … ,0,
1

16 ,
1

16 ,
7
8൨ , 

𝐴ଷ: ൤0, … ,0,
7
8 ,

1
16 ,

1
16൨. 

Ba ma trận này có cùng cấu trúc sinh sản gần tuần hoàn nhưng khác nhau về phân 
bố tỉ lệ sinh sản trong mùa sinh sản. Tác giả tính toán trên cơ sở mô hình đã chuẩn 
hóa được trình bày trong Bảng 1. 
Bảng 1. Kết quả tính toán giá trị riêng lớn thứ hai 

𝐴 𝜆ଶ 𝑇 ฬ𝜃ଶ −
2𝜋
𝑡 ฬ 𝑅 ‖𝑥ெ − 𝑥ெିଵ‖ஶ 

𝐴ଵ 0,9865𝑒଴,଺ଶ଻଻௜ 10 0,0006 0,6214 × 10ି଻ 0,4361 × 10ିସ 
𝐴ଶ 0,9959𝑒଴,ହ଻ଽଽ௜ 11 0,0087 0,1242 × 10ିଷ 0,7170 × 10ିଶ 
𝐴ଷ 0,9933𝑒଴,଺଼଺ଵ௜ 9 0,0079 0,8487 × 10ିସ 0,4330 × 10ିଶ 
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Từ kết quả trên có thể thấy, 𝐴ଵ có chu kỳ dao động xấp xỉ 10, 𝐴ଶ có chu kỳ dao 
động xấp xỉ 11 và 𝐴ଷ có chu kỳ dao động xấp xỉ 9. Trong ba trường hợp, 𝐴ଵcó 
mô-đun 𝑟ଶ cách xa 1 nhất, do đó quần thể tương ứng có xu hướng ổn định nhanh 
hơn. Ngược lại, 𝐴ଶcó 𝑟ଶ rất gần 1, cho thấy quần thể có thể dao động trong thời 
gian dài trước khi tiến tới trạng thái cân bằng. Kết quả này phù hợp với nhận định 
lý thuyết rằng giá trị riêng lớn thứ hai quyết định tốc độ suy giảm của dao động 
chuyển tiếp trong mô hình ma trận quần thể theo Caswell, H. (2001).  
4. Thảo luận 
Kết quả nghiên cứu cho thấy cấu trúc sinh sản gần tuần hoàn có ảnh hưởng rõ rệt 
đến phổ của ma trận Leslie. Khi các hệ số sinh sản tập trung trong những khoảng 
thời gian ngắn và lặp lại theo chu kỳ, các giá trị riêng phức dưới trội có thể xuất 
hiện với mô-đun gần 1. Điều này làm cho quần thể dao động lâu hơn trước khi đạt 
trạng thái ổn định. 
Ưu điểm của phương pháp được trình bày trong bài báo là không đòi hỏi phải biết 
chính xác toàn bộ tỉ lệ sinh sản theo từng nhóm tuổi. Thay vào đó, chỉ cần biết ba 
tham số tổng quát của quá trình sinh sản, gồm 𝑘, 𝑑, 𝑠. Đây là hướng tiếp cận có ý 
nghĩa trong các nghiên cứu sinh học thực nghiệm, nơi dữ liệu chi tiết thường khó 
thu thập hoặc có độ bất định cao. 
Mặt khác, việc sử dụng ma trận Leslie ngẫu nhiên giúp mô hình phản ánh tốt hơn 
đặc điểm biến động của các tham số sinh học trong môi trường tự nhiên. Các 
nghiên cứu về động lực quần thể trong môi trường biến đổi đã chỉ ra rằng sự ngẫu 
nhiên của các tham số sống còn có thể ảnh hưởng đáng kể đến tốc độ tăng trưởng 
dài hạn và đặc điểm ổn định của quần thể theo Cáceres, M. O., & Cáceres-Saez, 
I. (2011).  
Tuy nhiên, nghiên cứu này vẫn còn một số điểm cần tiếp tục phát triển. Thứ nhất, 
cần mở rộng phân tích cho các trường hợp ma trận có kích thước lớn hơn và nhiều 
đợt sinh sản hơn trong vòng đời. Thứ hai, cần xây dựng thêm các ví dụ số và mô 
phỏng với dữ liệu thực nghiệm để kiểm tra khả năng áp dụng của phương pháp. 
Thứ ba, cần xem xét thêm ảnh hưởng của sự biến động đồng thời giữa tỉ lệ sinh 
sản và tỉ lệ sống sót đến vị trí của giá trị riêng lớn thứ hai. 
 
5. Kết luận 
Bài báo đã nghiên cứu tính chất của giá trị riêng lớn thứ hai trong một lớp ma trận 
Leslie ngẫu nhiên có kiểu sinh sản gần tuần hoàn. Thông qua việc chuẩn hóa ma 
trận Leslie và phân tích các giá trị riêng của ma trận thu được, bài báo đã làm rõ 
vai trò của giá trị riêng lớn thứ hai đối với tốc độ hội tụ của quần thể về trạng thái 
ổn định. 
Kết quả chính của nghiên cứu là trình bày phương pháp khoanh vùng giá trị riêng 
lớn thứ hai dựa trên các tham số 𝑘, 𝑑, 𝑠, tương ứng với số đợt sinh sản trong đời, 
chu kỳ sinh sản và độ dài của mỗi đợt sinh sản. Phương pháp này có ưu điểm là 
không phụ thuộc trực tiếp vào giá trị cụ thể của các hệ số sinh sản khác 0, do đó 
có thể áp dụng trong các trường hợp dữ liệu sinh học còn hạn chế. 
Các ví dụ tính toán cho thấy khi mô-đun của giá trị riêng lớn thứ hai càng gần 1, 
quần thể càng cần nhiều thời gian để đạt tới trạng thái cân bằng. Ngược lại, khi 
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mô-đun này nhỏ hơn, các dao động chuyển tiếp suy giảm nhanh hơn và quần thể 
ổn định sớm hơn. 
Kết quả nghiên cứu góp phần bổ sung cơ sở toán học cho việc phân tích động lực 
quần thể có cấu trúc tuổi, đồng thời có thể hỗ trợ công tác dự báo, bảo tồn và quản 
lý tài nguyên sinh vật trong điều kiện dữ liệu thực nghiệm chưa đầy đủ. 
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