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MỞ ĐẦU 
 

Tổng quan 

    Giải tích cấp phân số là một sự tổng quát hóa của tích phân và đạo hàm cấp số 

nguyên được đề cập đến lần đầu tiên trong những bức thư giữa Leibniz và 

L’Hospital năm 1695. Do thiếu nền tảng ứng dụng và quá phức tạp, giải tích cấp 

phân số không thu hút được sự quan tâm trong một thời gian dài. Tuy nhiên, thời 

gian gần đây, giải tích cấp phân số đã được chứng minh là công cụ có giá trị khi mô 

hình hóa được nhiều hiện tượng trong thực tế [1-3].  

    Trong một vài thập kỷ qua, lý thuyết ổn định của phương trình cấp phân số 

(FOE) đã nhận được nhiều sự quan tâm từ các nhà toán học và kỹ sư trong các 

ngành khoa học khác nhau như kỹ thuật điện, kỹ thuật sinh học, lý thuyết điều 

khiển, âm học, quang học, vật lý hóa học [4-11]. Nhiều hiện tượng vật lý trong thế 

giới thực được đặc trưng bởi FOE, tức là các phương trình liên quan đến các đạo 

hàm cấp không nguyên. Các mô hình cấp phân số mới này biểu diễn chính xác hơn 

các mô hình cấp số nguyên và cung cấp một công cụ tuyệt vời để mô tả bộ nhớ và 

các quá trình di truyền. Đạo hàm cấp phân số có tính chất không địa phương và các 

nhân suy biến yếu, nên việc phân tích tính ổn định của FOE phức tạp hơn so với các 

hệ cấp nguyên. Bên cạnh đó, chúng ta cũng không thể sử dụng trực tiếp các công cụ 

đại số cho các hệ cấp phân số vì các hệ này không có đa thức đặc trưng tương ứng 

hoặc một đa thức tương ứng giả với một hàm đa giá trị lũy thừa phức tạp. Mặt khác, 

thời gian trễ có một ảnh hưởng nhất định đến sự ổn định và hiệu suất của các hệ 

động lực.  Sự tồn tại của thời gian trễ có thể gây ra nhiều điều không mong muốn 

cho các hệ thống, hoặc nói chung, thậm chí là sự không ổn định. Phương trình cấp 

phân số có trễ là sự kết hợp giữa phương trình có trễ và đạo hàm cấp phân số nảy 

sinh các yếu tố phái sinh không nguyên. Bên cạnh đó, các đa thức ổn định tương 

ứng có vô số không điểm cô lập và tính giải tích của chúng thường là một vấn đề 

phức tạp. Ví dụ, nghiên cứu tính ổn định của hệ tuyến tính cấp phân số 

( ) ( ) ( ),D x t Ax t Dx t h = + −  
phức tạp hơn nhiều với hệ phương trình vi phân thường tuyến tính do sự ổn định 

tiệm cận của hệ này tương đương với sự ổn định tiệm cận của phương trình vô hạn 

chiều tương ứng cấp tự nhiên có trễ. Hơn thế, sự tồn tại của hàm mũ 
she−

 dẫn đến 

phương trình này có vô hạn nghiệm và do đó việc nghiên cứu tính ổn định của một 

hệ cấp phân số có trễ là cực kì khó khăn. Có nhiều cách tiếp cận khác để nghiên cứu 

tính ổn định của hệ FOE.  Ye [12] và Lazarevi [13] đã nghiên cứu tính ổn định tiệm 

cận của FOE có trễ bằng cách sử dụng bất đẳng thức Gronwall. Trong [14], Deng đã 

nghiên cứu tính ổn định tiệm cận của FOE có trễ bằng cách sử dụng định lý giá trị 

cuối cùng của phép biến đổi Laplace. Johnson [15] đã xem xét tính ổn định và 

không ổn định của phương trình Korteweg và de Vries bằng cách sử dụng lý thuyết 

dạng Floquet và lý thuyết nhiễu phổ. Trên cơ sở của phương pháp tiếp cận hàm 

Lambert, một ràng buộc ổn định được suy ra trong [16] cho một lớp FOE có trễ. 

Trong [17], tính ổn định bền vững của FOE có trễ được xem xét bằng lý thuyết 

điểm bất động. Một khảo sát về tính ổn định của FOE có trễ đã được trình bày trong 

[18]. Trên cơ sở của phương pháp đại số và phương pháp số, Cermak [19] và Kaslik 

[20] đề xuất một số tiêu chuẩn ổn định tiệm cận của FOE suy biến có trễ. Bên cạnh 
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đó, Hale [21] đề xuất tiếp cận giải tích phức cho hệ phương trình vi phân thường và 

[22] dựa trên giải tích cấp phân số (đạo hàm Caputo, biến đổi Laplace và hàm 

Mittag–Lefller) cho các hệ cấp phân số. Đối với các hệ cấp phân số không có trễ, sử 

dụng phương pháp giải tích, Li [23] đã xây dựng hàm Lyapunov để nghiên cứu tính 

ổn định tiệm cận của FOE tuyến tính không có trễ. Sau đó, các tác giả [24–29] đã 

mở rộng phương pháp [23] cho FOE tuyến tính không có trễ và đề xuất các định lý 

ổn định Lyapunov–Krasovskii và Razumikhin. Thiết kế hàm Lyapunov là vấn đề 

then chốt của các phương pháp này. Tuy nhiên, thường rất khó để xây dựng một 

hàm Lyapunov cho các hệ cấp phân số, đặc biệt là đối với các hệ cấp phân số có trễ. 

Hơn nữa, trong nhiều trường hợp, việc sử dụng vết của ma trận bên trong các hàm 

Lyapunov có thể hữu ích trong việc chứng minh tính ổn định của các hệ vi phân 

thông thường, nhưng không có hiệu quả cho FOE có trễ, thậm chí không tồn tại các 

hàm Lyapunov như vậy. 

     Việc nghiên cứu tính ổn định của các hệ cấp phân số có trễ ở Việt Nam đã và 

đang thu được nhiều kết quả thú vị. Có hai nhóm nghiên cứu chính về các hệ cấp 

phân số. Nhóm do GS. Vũ Ngọc Phát (Viện Toán học, Viện hàn lâm KHCN Việt 

Nam) dẫn đầu tập trung nghiên cứu về điều khiển và ổn định của các hệ phương 

trình vi phân cấp phân số [30-32].  Trong khi đó nhóm còn lại do PGS. Trần Đình 

Kế (Đại học sư phạm Hà Nội I) dẫn đầu hướng đến các hệ phương trình đạo hàm 

riêng cấp phân số [33-34] với hướng nghiên cứu về các bất đẳng thức biến phân, 

tính điều khiển được. 

 

Tính cấp thiết 

    Phương pháp hàm Lyapunov là một công cụ mạnh để nghiên cứu tính ổn định 

của các phương trình vi phân hàm. Tuy nhiên, tìm được các hàm Lyapunov 

Krasovskii phù hợp và đánh giá đạo hàm cấp phân số cho các hàm này vẫn còn rất 

khó khăn dẫn đến phương pháp này không hiệu quả khi áp dụng nghiên cứu tính ổn 

định của phương trình vi phân cấp phân số có trễ. Đây là nguyên nhân chính  dẫn  

đến có rất ít kết quả về tính ổn định của FOE có trễ. Theo hiểu biết tốt nhất của tác 

giả, cho đến nay, làm thế nào  để ổn  định FOE có trễ vẫn là một  bài toán mở  và 

đầy thách thức. Trong [35, 36], để vượt qua khó khăn khi  tính đạo hàm cấp phân  

số, các tác giả đã cố gắng  xây dựng một hàm Lyapunov thích hợp. Tuy nhiên, việc  

chứng minh định lý chính  trong các bài báo này có  một lỗ hổng dẫn đến kết quả 

thu được là không đúng. Trong [37], các tác giả đã  đề xuất một định lý ổn định  

Lyapunov cho FOE có trễ để thu được điều kiện đủ cho tính ổn định. Kết quả thu 

được cũng không chính xác, vì chứng minh của họ dựa trên một lập luận sai khi 

chứng minh tính xác định dương của hàm Lyapunov vô hạn chiều. Để khắc phục 

những hạn chế về mặt kĩ thuật khi sử dụng hàm Lyapunov trong nghiên cứu hệ FOE 

có trễ và bổ sung một kết quả lí thuyết khi nghiên cứu tính ổn định của hệ cấp phân 

số, tác giả chọn đề tài “Tính ổn định nghiệm của hệ cấp phân số có trễ”. 

 

Cách tiếp cận 

 

    Tác giả tiếp cận đề tài từ góc độ lí thuyết trên cơ sở nghiên cứu tài liệu, tìm hiểu 

tình hình nghiên cứu trong và ngoài nước liên quan đến đề tài. 
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Phương pháp nghiên cứu 

    Trong đề tài, tác giả sử dụng các phương pháp giải tích như phương pháp hàm 

Lyapunov, biến đổi Laplace, và các bất đẳng thức ma trận tuyến tính.  

 

Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

    Trong đề tài, đối tượng nghiên cứu của tác giả là hệ cấp phân số có trễ. Phạm vi 

nghiên cứu của đề tài tập trung vào tính ổn định nghiệm của hệ cấp phân số có trễ 

 

Nội dung nghiên cứu 

    Nội dung nghiên cứu của đề tài chia làm 3 nội dung nhỏ: 

+ Nội dung 1:  Thu thập tài liệu và nghiên cứu về lí thuyết ổn định. 

+ Nội dung 2:  Tìm phương pháp giải tích phù hợp và tìm điều kiện để hệ cấp phân 

                           số là ổn định. Tìm ví dụ số minh họa cho kết quả chính. 

+ Nội dung 3:  Tổng hợp tài liệu và viết báo cáo tổng kết. 
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CHƯƠNG 1.  

ỔN ĐỊNH VỮNG HỮU HẠN CỦA HỆ PHI TUYẾN 

CẤP PHÂN SỐ CÓ TRỄ VÀ NHIỄU 
 

1. Một số khái niệm cơ bản  

    Trong phần này, chúng tôi trình bày một số kí hiệu, khái niệm và kết quả cơ bản 

về giải tích phân số (xem [1-2]). 

Kí hiệu: Các kí hiệu cơ bản sau được sử dụng trong bài báo.  

• R  là tập các số thực 

• N là tập các số nguyên không âm  

• C là tập các số phức 

• n mR  là tập các ma trận thực cỡ ( )n m  

• TA là ma trận chuyển vị của ma trận A   

• ( )A là tập tất cả các giá trị riêng của ma trận A   

•  max ( ) max Re( ) : ( ) ;A A   =   

•  min ( ) min Re( ) : ( ) ;A A   =   

• chuẩn phổ của ma trận A  được định nghĩa max ( )TA A A=  

• ( )[ , ], nC a b R  là tập các hàm thực liên tục trên tập [ , ]a b  và nhận giá trị 

trong nR   

•  a  là phân nguyên của số thực a ;  1, 1,2,...,m m=  

• Ma trận nP R  là xác định dương ( )0P   nếu 0, , 0.T nx Px x R x     

P Q  nghĩa là 0.P Q−   

• Hàm Gamma được định nghĩa bởi 1

0

( ) , ,Re( ) 0.t zz e t dt z C s


− − =    

• Hàm Mittag-Lefller với hai tham số được xác định bởi  

              ,

0

( ) ,
( )

n

n

z
E z

n
 

 



=

=
 +

   

           trong đó 0, 0, z C    . Với 1, =  chúng ta kí hiệu ,1( ) ( )E z E z = . 

 

Bổ đề 1.1 (xem [1-2])  

Cho  (0,1), , Re( ) 0,z C z     chúng ta có 

i) hàm ( )z  hội tụ. 

ii) ( 1) ( ).z z z + =   

Đặc biệt, ( 1) !n n + =   với .n N  
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Bổ đề 1.2 (xem [1-2])  

Cho  0,   chúng ta có  

i) ( ) 1, ;E z z R
+    

ii) ( )E z là đơn điệu tăng trên tập số thực dương ;R+  

iii) , ( ) 0,E ht    1

,

0

( ) 1
( ) ( ( ) )

t
E ht

t s E h t s ds
h


  

 
− −

− − =   nếu 0, 0.h t   

 

Định nghĩa 1.3 (xem [1-2]) 

Tích phân Riemann-Liouville cấp (0,1)   của hàm ( )f t  được định nghĩa 

1

0

1
( ) ( ) ( ) .

( )

t

I f t t s f s ds 



−= −
   

Đạo hàm Riemann-Liouville cấp (0,1)   của hàm ( )f t  được định nghĩa 

( )1( ) ( ) .R

d
D f t I f t

dt

 −=  

 

Định nghĩa 1.4 (xem [1-2])  

Đạo hàm Caputo cấp (0,1)   của hàm ( )f t  được định nghĩa 

( )( ) ( ) (0) .RD f t D f t f = −  

     Biến đổi Laplace của hàm khả tích ( )f t  được định nghĩa 

 
0

( ) ( ) ( ) .stL f t s e f t dt


−=   

 

Bổ đề 1.5 (xem [1-2])  

Cho trước hàm khả tích :f R R+ →  và (0,1), 0, 0,h     chúng ta có   

i)   1( ) ( ) ( ) ( ) (0).L D f t s s L f t s s f  −  = −   

ii) 1

,

1
( ) ( ) ;L t E ht s

s h

 
  

−  =  −
 

     
1

( ) ( ) ;
s

L E ht s
s h




 

−

  =  −
 

iii)      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),L f g t s L f t s L g t s =  với tích chập 
0

( ) ( ) ( ) .
t

f g t f s g t s ds = −  
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2. Kết quả chính 

 

    Xét hệ cấp phân số có trễ và nhiều tuyến tính sau 

                          
( ) ( ) ( ) ( ( )) w( ),

( ) ( ), [-h,0],

D x t Ax t Dx t h f x t B t

x s s s





 = + − + +


= 
                           (1.1) 

trong đó 

 

• (0,1), 0;h   ( ) nx t R là véc tơ trạng thái  

• , ;n n n mA D R B R   là các ma trận hằng số 

• Nhiễu liên tục w( ) mt R  thỏa mãn điều kiện 

                            2>0: w( ) w( ) , 0.Tt t t                                                        (1.2) 

• Hàm điều kiện ban đầu ( )( ) [-h,0],Rnt C  với chuẩn 
[-h,0]

sup ( ) .
s

s 


=   

• Hàm phi tuyến : n nf R R→  thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục trên nR  và  

                  >0: ( ) , .nd f x d x x R                                                      (1.3) 

 

Định nghĩa 1.6.  

( )x t  được gọi là nghiệm của hệ (1.1) nếu ( )( ) [0, ],Rnx t C   và thỏa mãn (1.1) với 

điều kiện ban đầu ( )( ) [-h,0],Rnt C  . 

 

Mệnh đề 1.7  

Giả sử  ( )( ) [-h,0],Rnt C   và các điều kiện (1.2) và (1.3) thỏa mãn. Khi đó hệ (1.1) 

có duy nhất nghiệm ( )( ) [0, ],R .nx t C   

 

Bổ đề 1.8  

Cho  (0,1);  ( )( ) [0, ), nx t C R   là một nghiệm của phương trình  (1.1) và một ma 

trận đối xứng xác định dương .n nP R    Khi đó,  

( ) ( )( ) ( ) 2 ( ) ( ) , 0.T TD x t Px t x t PD x t t     

Định nghĩa 1.9 (Ổn định vững hữu hạn)  

Cho trước các số dương 1 2, , , .c c T   Hệ (1.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng với 

bộ số ( )1 2, , ,c c T  nếu  

1 2( ) , [0,T],c x t c t       

với mọi nhiễu w( )t  thỏa mãn điều kiện (1.2). 
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Định lý dưới đây là kết quả chính của Chương 1. 

Định Lý 1.10  

Hệ (1.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng với bộ các số dương cho trước 

( )1 2, , ,c c T   nếu tồn tại các số thực dương 
1 2,   và các ma trận đối xứng xác định 

dương ,P Q thỏa mãn các điều kiện sau 

     

 

 

 

2

1

1

2

0 0
W 0,

0 0

0 0

T

T

n

T

m

PA PA d hP PD P PB

PD Q

P I

PB I







 + + −
 
 −

=  
− 

 
− 

                                      (1.4) 

      

     ,Q hP                                                                                                              (1.5) 

    

    
min

1

( )P
( )

[T/h]+1
2

max 1 2 2

0

( ) 1
( ) ( ) ( ) 1 .

i

i

E hT
E hT P c E hT c

h


 

   
=

 −
+ −  

 
               (1.6)                        

 

Chứng minh.  

Xét hàm Lyapunov dạng toàn phương 

( ( )) ( ) ( ).TV x t x t Px t=  

Lấy đạo hàm Caputo cấp  của hàm ( ( ))V x t , từ Bổ đề 1.8 và điều kiện (1.2) - (1.3) 

ta thu được  

( ) ( )

( )

22

1 1

2

2 2

( ( )) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ( )) w( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ( )) w( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( )) ( )

w( ) w( )

( ) ( ) ( ( )).

T T

T

T T

T

T

T

D V x t x t PD x t x t P Ax t Dx t h f x t B t

x t P Ax t Dx t h f x t B t

x t h Qx t h x t h Qx t h

f x t f x t d x t

t t

hx t Px t hV x t

 

 

  

 = + − + +

 + − + +

− − − + − −

− +

− +

− +

 

Đặt ( )( ) ( ), ( ), ( ( )),w( ) ,
T

t x t x t h f x t t = −   ta thu được từ (1.4)- (1.5) bất đẳng thức sau  

                        

( )
2

2

2

2

2

2

( ) ( ( )) ( ( ))

( ) W ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .

T T

T

T

M t D V x t hV x t

t t x t h Qx t h

x t h Qx t h

hx t h Px t h



   

 

 

= −

 + − − +

 − − +

 − − +

                                 (1.7)                                             

Áp dụng biến đổi Laplace hai vế của phương trình  

( )( ) ( ( )) ( ( )),M t D V x t hV x t= −  

 ta thu được từ Bổ đề 1.5 (i) đẳng thức 
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  ( )  

   

( )  

1

1

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) ( (0)) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) ( (0))

L M t s L D V x t s hL V x t s

s L V x t s s V x hL V x t s

s h L V x t s s V x



 

 

−

−

 = − 

= − −

= − −

 

tương đương với   

  ( )  ( )

 

 

1
1

1

1

,

1

,

1

,

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( (0))

1
( ) ( ) ( (0))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( (0))

( ) ( ) ( ) ( ) ( (0)) ( )

( ) ( (0)) (

L V x t s s h L M t s s V x

s
L M t s V x

s h s h

L t E ht s L M t s L E ht s V x

L t E ht M t s L E ht V x s

L E ht V x t E ht

 



 

  
  

  
  

  
  

−
−

−

−

−

−

= − +

= +
− −

   = +   

   =  +   

= + ) ( ) ( ),M t s  

 

do Bổ đề 1.5 (ii) - (iii).   

Từ các biểu diễn sau (xem Bổ đề 1.2 (iii)) 
1

,( ) ( ( ) ) 0, [0,t],t s E h t s s 
 

−− −     

 1

,

0

( ) 1
( ) ( ( ) ) ,

t
E ht

t s E h t s ds
h


  

 
− −

− − =  

 sử dụng biến đổi Laplace ngược, ta thu được 
1

,

1

,

0

1

,
[0,t]

0

[0,t]

( ( )) ( ) ( (0)) ( ) ( )

( ) ( (0)) ( )( ) ( ( ) )

( ) ( (0)) sup ( ) ( ) ( ( ) )

( ) 1
( ) ( (0)) sup ( ) .

t

t

s

s

V x t E ht V x t E ht M t

E ht V x M s t s E h t s ds

E ht V x M s t s E h t s ds

E ht
E ht V x M s

h

  
  

  
  

  
  


 



−

−

−





= + 

= + − −

 + − −

−
= +




                                (1.8) 

Từ bất đẳng thức (1.7), ta thấy  

( )

( )

2

2
[0,t] [0,t]

2

2
[0,t]

2

2
[-h,t-h]

sup ( ) sup ( ) ( )

sup ( ) ( )

sup ( ) .

T

s s

T

s

s

M s hx s h Px s h

h x s h Px s h

h V s

 

 

 

 





 − − +

= − − +

= +

 

Kết hợp bất đẳng thức trên với (1.8), ta thu được  

                2

2
[-h,t-h]

( ) 1
( ( )) ( ) ( (0)) sup ( ) .

s

E ht
V x t E ht V x h V s

h


 

  


− 
 + + 

 
                      (1.9) 

Tiếp theo ta sẽ đánh giá ( ( ))V x   với [-h,t], .t T    

• Trên đoạn [-h,0],do ( ) 1, 0E ht t
   (xem Bổ đề 1.2 (i)), 
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2 2 2

max max max

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

T TV x x Px P

P P P E hT


      

      

= =

  
        (1.10)                

• Trên đoạn [0,t], do bất đẳng thức (1.9) thỏa mãn với mọi t 0,  và ( )E z là 

đơn điệu tăng trên tập số thực dương R+ (xem Bổ đề 1.2 (ii)), ta có 

       

2

2
[-h,t-h]

2 2

max 2
[-h,t-h]

( ) 1
( ( )) ( ) ( (0)) sup ( )

( ) 1
( ) ( ) sup ( )

s

s

E h
V x E h V x h V s

h

E hT
E hT P h V s

h


 




 




   

   





− 
 + + 

 

− 
 + + 

 

         (1.11)          

Từ (1.10) và (1.11),  

                  
2 2

max 2
[-h,t] [-h,t-h]

( ) 1
sup ( ) ( ) ( ) sup ( ) .
s s

E hT
V s E hT P h V s

h


 

    
 

− 
 + + 

 
      (1.12) 

Đặt 

[-h,t]

( ) sup ( ), [-h,T];
s

H t V s t


=  ( ) 1;b E hT
= −  

2 2

max 2

( ) 1
( ) ( )

E hT
a E hT P

h


 

    
−

= + . 

Chúng ta viết lại bất đẳng thức (1.12)  

( ) ( ), [0,T].H t a bH t h t + −   

Bằng công thức truy hồi dẫn đến 

( )

( )

[t/h]
[t/h]+1

0

( [t/h]+1 ), [t/h] 1,
( )

( [t/h]+1 ) [t/h] 0.

i

i

a b b H t h
H t

a bH t h

=


+ − 

 
 + − =


 

Do hàm ( )H t là hàm đơn điệu tăng trên tập [-h,T]  và ( )[t/h]+1t h− <0, ta thu được  

( )

[t/h]
[t/h]+1

0

[t/h] [t/h]+1
2[t/h]+1

max

0 0

[T/h]+1
2 2

max 2

0

( ) (0)

( )

( ) 1
( ) ( ) ( ) 1 .

i

i

i i

i i

i

i

H t a b b H

a b b P a b

E hT
E hT P E hT

h


 

 

 

   

=

= =

=

 +

 + 

 −
 + − 
 



 



 

Từ đây,  

   

( )

2

min min

[T/h]+1
2 2

max 2

0min

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) 11
( ) ( ) ( ) 1 .

( )

T

i

i

x t Px t H t
x t

P P

E hT
E hT P E hT

P h


 

 

 

   
 =

 

 −
 + − 

 


       (1.13) 

Nếu 
2

1c   thì theo (1.6) và (1.13), ta có  
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( )

( )

[T/h]+1
2 2 2

max 2

0min

[T/h]+1
2

max 1 2 2

0min

( ) 11
( ) ( ) ( ) ( ) 1

( )

( ) 11
( ) ( ) ( ) 1 .

( )

i

i

i

i

E hT
x t E hT P E hT

P h

E hT
E hT P c E hT c

P h


 

 


 

 

   


  


=

=

 −
 + − 

 

 −
 + −  

 





 

Nói cách khác hệ (1.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng với bộ các số thực 

dương ( )1 2, , , .c c T     

                                                                                                      

Nhận xét 1.1  

Điều kiện (1.4) và (1.5) là các bất đẳng thức ma trận tuyến tính và từ chỗ các số  

1 2,c c  không xuất hiện trong (1.4) và (1.5) do đó chúng ta có thể tìm được các biến 

1 2, , ,P Q    từ các bất đẳng thức ma trận tuyến tính này và sau đó kiểm tra điều kiện 

(1.6). 

         Thuật toán: 

i) Sử dụng LMI Toolbox trong Matlab để tìm 1 2, , ,P Q    từ (1.4) và (1.5) 

ii) Kiểm tra tính ổn định vững hữu hạn từ điều kiện (1.6). 

 

Nhận xét 1.2  

Định Lý 1.10 đưa ra điều kiện đủ cho tính ổn định vững hữu hạn cho hệ (1.1). Hơn 

thế, sẽ thú vị hơn nếu chúng ta có thể tìm được 
2c  nhỏ nhất (hoặc tìm được giá trị 

lớn nhất của T ). Bài toán này có thể xem như tối ưu hóa một biến như sau 

 

 2 1 1min : , , , . . (3.1) (3.2) (3.3)c P Q s t  − − . 

 

Nhận xét 1.3  

Sử dụng hàm Lyapunov là một công cụ mạnh để nghiên cứu tính ổn định của các 

phương trình vi phân thường. Tuy nhiên, còn nhiều thách thức khi sử dụng phương 

pháp này cho các hệ cấp phân số có trễ do khó khăn trong việc thiết lập cũng như 

tính đạo hàm cấp phân số cho các hàm Lyapunov. Đây chính là lí do có rất ít kết 

quả ổn định cho hệ cấp phân số có trễ. Điều này chỉ ra tính vượt trội của phương 

pháp được đề cập trong bài báo của chúng tôi. 

 

 Nhận xét 1.4  

Tiếp theo chúng ta sẽ áp dụng Định lý 1.10 để nghiên cứu tính ổn định vững hữu 

hạn cho hệ bất định sau  

                  
 ( ) ( ) ( ) w( ),

( ) ( ), [-h,0],

D x t A A x t Dx t h B t

x s s s





 = +  + − +


= 
                                   (1.14) 

trong đó ( )A KF t L =  là bất định có cấu trúc với ,K L  là các ma trận đã biết, ( )F t  là 

hàm ma trận không xác định thỏa mãn 

( ) ( ) , 0.TF t F t I t    

Để áp dụng Định Lý 1.10, chúng ta kí hiệu  
( ( )) ( ).f x t Ax t=   

Ta thấy,  
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( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

max

max

2

max max max max

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

T T T T T

T T T T

T T T

T T T T T

f x t Ax t Ax t x t L F t K KF t Lx t

K K x t L F t F t Lx t

K K x t L Lx t

K K L L x t x t K K L L x t





   

=   =





 =

 

chỉ ra  

( ) ( )max max( ( )) ( ) .T Tf x t K K L L x t   

 

Chọn ( ) ( )max max ,T Td K K L L =  cùng với các kí hiệu giống như trong Định lý 1.10, 

chúng ta có một hệ quả tương tự về tính ổn định vững cho hệ (1.14). 

 

Ví dụ 1.11  

Xét hệ (1.1) với  
0,5; 0,2; 0.1; 0.1;h d = = = =  

1 2 0,1 0,1 0,1 0,2
; ; ;

0 2 0,1 0,1 0,3 0,4
A D B

−     
= = =     −     

 

Sử dụng LMI Toolbox trong phần mềm Matlab, các LMI (1.4) và (1.5) thỏa mãn 

với  

 

20,0413 8,7377 2,9476 1,2287
; ;

8,7377 30,7371 1,2287 4,2762
P Q

   
= =   
   

 

1 251,6949; 40,9883; = =  

Với  

1 20,01; 0,3; 5;c c T= = =  

chúng ta tìm được 

min max( ) 15,1448; ( ) 35,6336;P P = =  ( ) 1,7990;E hT
 =  

Từ đây, điều kiện (1.6) thỏa mãn 

min

1

( )P
( )

[T/h]+1
2

max 1 2 2

0

( ) 1
( ) ( ) ( ) 1 0,2817< 0,3.

i

i

E hT
E hT P c E hT c

h


 

   
=

 −
+ − = = 

 
      

Do đó, theo Định lý 1.10, hệ (1.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng với bộ số   

( )1 2, , , (0,01; 0,3; 5; 0,1).c c T  =  

 
KẾT LUẬN CỦA CHƯƠNG 1.  

 

Chương 1 nghiên cứu tính ổn định vững hữu hạn cho hệ phi tuyến cấp phân số có 

trễ và nhiễu. Tiếp cận này dựa trên hàm Lyapunov và biến đổi Laplace, đưa đến một 

điều kiện đủ phụ thuộc trễ (Định Lý 3.1) được biểu diễn bởi các bất đẳng thức ma 

trận tuyến tính và hàm Mittag Leffler. Các kết quả của chương được đảm bảo bới 

bài đã chấp nhận đăng vào Số 80, tháng 8 năm 2022, tạp chí Khoa học, Trường 

ĐHSP Hà Nội 2. 
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CHƯƠNG 2.  

SỰ THỤ ĐỘNG TRONG THỜI GIAN HỮU HẠN 

CHO HỆ CẤP PHÂN SỐ ATANGANA- 

BALEANU-CAPUTO CÓ NHIỄU PHI TUYẾN 
 

1. Một số khái niệm cơ bản 

    Trong chương 2, chúng tôi giới thiệu một số khái niệm mới AB tích phân: 

( ),AB

tI f t  đạo hàm cấp phân số AB Caputo:  ( ),ABC

tD f t (0, 1)  cho hàm khả vi 

liên tục 
1( ) (0, )f t L   lần lượt: 

            1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

t

AB

tI f t f t t s f s ds
B B

  

  
−−

= + −
   

         
0

( )
( ), ( ) ( ) ,

1 1

t

ABC

t

B
D f t f s E t s ds 



 

 

− 
= − 

− − 
  

trong đó ( )B   là hàm thực thỏa mãn ( ) 0, (0) (1) 0.B B B  = =  

    Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại một số tính chất của đạo hàm và tích phân trên được trình 

bày chi tiết trong [38]. 

 

Bổ đề 2.1 (xem [38])  

Nếu ( )f t  là hàm khả vi liên tục sao cho
1( ) (0, )f t L   thì  

( )( ) ( ) (0), 0.AB ABC

t tI D f t f t f t  = −    

 

Bổ đề 2.2 (xem [39])  

Cho ( ) nx t R là một véc tơ hàm khả vi liên tục và ma trận đối xứng 0.Q   Khi đó, với 

mọi 0,t   bất đẳng thức sau là đúng 

( )( ) ( ) 2 ( ) ( ).ABC T T ABC

t tD x t Qx t x t Q D x t   

 

    Xét hệ phi tuyến ABC cấp phân số như sau 

 

   ( ) ( ) ( ) W W( ) ( ) ( , ( ), ( )), 0,

( ) ( ) ( ),

(0) 0,

ABC

tD x t A A t x t t t f t x t t t

z t Mx t N t

x

  



 = +  + +  + 


= +
 =

          (2.1) 

trong đó 

• (0, 1), ( ) nx t R   là véc tơ trạng thái,  

• ( ) pt R   là nhiễu đầu vào, 

• ( ) qz t R  là véc tơ đầu ra,  

• , W , ,n n n P q n q PA R R M R N R        là các ma trận hệ thống hằng số, 

• w w w( ) , W ( ) ,a a aA E F t H E F t H =  =  với các ma trận hằng số 

w w, , , ,a aE H E H  và các ma trận bất định ( )aF t , 
w ( )F t  thỏa mãn 
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              w w( ) ( ) , ( ) ( ) , 0.T T

a aF t F t I F t F t I t     

    Để thuận tiện cho việc trình bày kết quả chính, chúng tôi luôn sử dụng các giả 

thiết sau. 

 

GT1: Hàm phi tuyến  ( , , )f t x    thỏa mãn  

                                ( , , ) ( , , ) ,T T T

xf t x f t x x G x G    + ( , , ),t x                     (2.2) 

với ,xG G  là các ma trận hằng số thích hợp. 

 

GT2: Nhiễu phi tuyến đầu vào ( )t là hàm liên túc thỏa mãn 

                              
2

0: ( ) , 0.d t d t                                                            (2.3) 

 

Định nghĩa 2.3.  

Cho trước các hằng số dương 1 2, , , ,c c T d  và ma trận đối xứng xác định dương .S   Hệ 

(2.1) được nói là ổn định vững hữu hạn tương ứng với ( )1 2, , , ,c c T S d nếu 

                                    1 2(0) (0) ( ) ( ) , [0,T],T Tx Sx c x t Sx t c t      

và các nhiễu đầu vào thỏa mãn GT1 (2.2).   

 

Định nghĩa 2.4.  

Hệ (2.1) được nói là thụ động hữu hạn tương ứng với ( )1 2, , , ,c c T S d nếu hai điều 

kiện sau thỏa mãn: 

(i) Hệ (2.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng với  ( )1 2, , , , ,c c T S d  

(ii) Với điều kiện ban đầu (0) 0,x =  tồn tại 0   sao cho  

 

                          ( ) ( )2 ( ) ( ) ( ) ( ) , [0,T].AB T AB T

t tI z t t I t t t     −    

 

Nhận xét 2.1  

Có nhiều định nghĩa đạo hàm cấp phân số được giới thiệu trong giải tích phân số. 

Một trong số các định nghĩa được quan tâm nhiều nhất là đạo hàm Grunwald-

Letnikov, đạo hàm Riemann-Liouville, và đạo hàm Caputo. Ưu và nhược điểm của 

các đạo hàm trên được thảo luận chi tiết trong [40]. Tuy nhiên, các tác giả trong 

[41] chỉ ra rằng nhiều hiện tượng trong thực tế không thể mô tả chính xác bằng các 

đạo hàm trên do sự tồn tại một điểm kỳ dị nhân tạo tại điểm ban đầu của nhân lũy 

thừa. Để vượt qua các nhược điểm này, Caputo và Fabrizio [42] đã đề xuất một định 

nghĩa đạo hàm cấp phân số mới dựa trên một nhân lũy thừa không suy biến, yếu tố 

cho phép điều này đã loại bỏ hạn chế của điểm kỳ dị trong nhân lũy thừa. Mặc dù 

vậy, đạo hàm cấp phân số mới này chỉ có tính địa phương [43]. Gần đây, Atangana 

và Baleanu [41] đề xuất hai toán tử đạo hàm cấp phân số mới (theo Riemann-

Liouville và theo Caputo) dựa trên tính không địa phương và hàm Mittag- Leffler 

không suy biến, hàm này sở hữu một liên kết mạnh với lí thuyết vi phân cấp phân số 

[44].  Toán tử đạo hàm cấp phân số ABC dựa trên biểu diễn nhân Mittag- Leffler và 

ưu điểm của toán tử đạo hàm Caputo, thêm vào đó nhân này liên kết với tính không 

suy biến. Hệ bậc phân số ABC đã nhận được nhiều sự quan tâm trong những năm 
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gần đây do có nhiều ứng dụng trong việc mô hình hóa các hiên tượng thực tế. Do 

đó, chúng tôi tập trung vào bài toán thụ động hữu hạn cho hệ phân số phi tuyến liên 

kết với đạo hàm ABC trong chương này. 

 

2. Kết quả chính 

 

    Để chỉ ra tính thụ động hữu hạn của hệ (2.1), đầu tiên chúng tôi chỉ ra hệ (2.1) là 

ổn định vững hữu hạn.  

    Trước hết, chúng tôi sử dụng các ký hiệu sau trong định lý chính. 

• ( ) ( , ( ), ( )),f f t x t t =  

• 1/2 1/2 ,Q S QS− −= 1 min 2 max( ), ( ),s Q s Q = =  

• 11 1 ,T T T

a a x xE QA A Q v H H vG G= + + +  

• 33 2 W W W W .T TE I v H H vG G= − + +  

 

Đinh lý 2.5.  

Hệ (2.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng với ( )1 2, , , , ,c c T S d  nếu tồn tại ma trận 

đối xứng xác định dương Q và các hằng số thực dương 
1 2, , ,v v v   thỏa mãn các điều kiện 

sau 

11 w

33

1

2

W

* 0 0 0

0,* * 0 0

* * * 0

* * * *

aE Q Q QE QE

vI

E

v I

v I

 
 −
 
  
 

− 
 − 

                                                                           (2.4) 

 

1 2 1 2

(1 )
.

( ) ( ) ( 1)

d d
c s T s c

B B

  

  

−
+ + 

 +
                                                                 (2.5) 

 

Chứng minh. 

    Xét hàm toàn phương 

                                            ( ) ( ) ( ).TV t x t Qx t=  

 

Từ Bổ đề 2.2, chúng ta có  

( ) ( )( ) ( ) ( )ABC ABC T

t tD V t D x t Qx t =  2 ( ) ( )T ABC

tx t Q D x t
 

                          ( )2 ( ) ( ) ( ) W W( ) ( ) ( )Tx t Q A A t x t t t f= + + + +   

                       ( ) [QA+A Q]x(t)+2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) W ( )T T T T

a a ax t x t QE F t H x t x t Q t= +    

                             w w w2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ).T Tx t QE F t H t x t Qf+ +                                         (2.6) 

 

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy và tính chất của các hàm w( ), ( )aF t F t , chúng ta nhận 

được các bất đẳng thức sau 
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2 ( ) ( ) ( )T

a a ax t QE F t H x t  

         
1

1 1( ) [ ] ( ) ( ) [ ( ) ] ( ) ( )T T T T

a a a a a av x t QE QE x t v x t F t H F t H x t− +  

         
1

1 1( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )T T T T

a a a av x t QE QE x t v x t H H x t− +                                               (2.7) 

 

w w w2 ( ) ( ) ( )Tx t QE F t H t     

           
1

2 w w 2 w w w w( ) [ ] ( ) ( ) [ ( ) ] ( ) ( )T T T Tv x t QE QE x t v t F t H F t H t − +  

                                            

           
1

2 w w 2 w w w w( ) [ ] ( ) ( ) [ ( ) ] ( ) ( )T T T Tv x t QE QE x t v t F t H F t H t − +                     (2.8) 

 

Giả thiết GT1(2.2) chỉ ra 

  

           ( ) ( ) ( ) ( ) 0.T T T

xvx t G x t v G vf f + −                                                             (2.9) 

 

Từ (2.6) đến (2.9), chúng ta thu được 

 

           ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ABC T T

tD V t t t t t      +                                                       (2.10) 

 

trong đó 

• 

11

33

( ) W

( ) ( ) , * 0 ,

( ) * *

x t Q Q

t f vI

t





  
  =   = −
  
      

 

• 1 1

11 1 1 2 w w ,T T T T T

a a a a x xQA A Q v QE E Q v H H v QE E Q vG G− − = + + + + +  

• 33 2 W W W W .T TI v H H vG G = − + +  

 

Sử dụng bổ đề Schur Complement, LMI (2.4) tương đương với 0.   Kết hợp 

nhận định này và (2.10), chúng ta có  

 

           ( )( ) ( ) ( ).ABC T

tD V t t t                                                                                 (2.11) 

 

Lấy tích phân Atangana-Baleanu cả 2 vế của bất đẳng thức (2.11) từ 0 đến t, sử 

dụng Bổ đề 2.1 cùng với giả thiết GT2 (2.3) dẫn đến 
 

( ) ( ) (0) (0)T Tx t Qx t x Qx + ( )( ) ( )AB T

tI t t    

                    (0) (0)Tx Qx= +
1

( ) ( )
( )

Tt t
B


 



− 1

0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

t

Tt s s s ds
B


 

 
−+ −

   

                    (0) (0)Tx Qx +
( )1

( )

d

B

 



−
1

0

( )
( ) ( )

t
d

t s ds
B

 

 
−+ −

   

                    (0) (0)Tx Qx +
( )1

( )

d

B

 



−
, [0,T].

( ) ( ) ( 1)

d T
t

B

 

  
+  

  +
         (2.12) 
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Từ các bất đẳng thức,  
 

    
1/2 1/2

min 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),T T T Tx t Qx t x t S QS x t Q x t Sx t s x t Sx t=    

 

    
1/2 1/2

max 2(0) (0) (0) (0) ( ) (0) (0) (0) (0),T T T Tx Qx x S QS x Q x Sx s x Sx=    

 

(2.5) và (2.12) nếu 1(0) (0)Tx Sx c  thì   

1 min( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Ts x t Sx t Q x t Sx t=  ( ) ( )Tx t Qx t  

                     (0) (0)Tx Qx +
( )1

( )

d

B

 



−

( ) ( ) ( 1)

d T

B

 

  
+

  +
 

                     (0) (0)Tx Qx +
( )1

( )

d

B

 



−

( ) ( ) ( 1)

d T

B

 

  
+

  +
 

                     
2 1s c +

( )1

( )

d

B

 



−
1 2.

( ) ( ) ( 1)

d T
s c

B

 

  
+ 

  +
 

 

Hệ quả là  

                   2( ) ( ) , [0,T].Tx t Sx t c t    

 

Do đó, hệ (2.1) ổn định vững hữu hạn tương ứng với ( )1 2, , , , .c c T S d  

 

Nhận xét 2.2  

Bằng cách sử dụng bất đẳng thức Gronwall Atangana-Baleanu cấp phân số và biến 

đổi Laplace của đạo hàm ABC, các tác giả [39] khảo sát bài toán ổn định hữu hạn 

và ổn định vững hữu hạn cho một lớp hệ tuyến tính cấp phân số ABC. Tuy nhiên, 

giả thiết của nhiễu phi tuyến ( , ( ), ( )), , Wf t x t t A   không được đề cập trong kết 

quả này. Định lý 2.5 đã giải bài toán này cho hệ (2.1) cấp phân số ABC cùng nhiễu 

phi tuyến với véc tơ đầu ra 0 bằng cách sử dụng bất đẳng thức ma trận tuyến tính. 

Do đó, hệ (2.1) là tổng quát hơn các kết quả trong [39]. 

     

    Quay lại hệ trong [39] dạng 

 

                              

0

( ) ( ) W ( ), 0,

(0) .

ABC

tD x t Ax t t t

x x

  = + 


=
                                            (2.13) 

Từ Định lý 2.5, chúng ta ngay lập tức có hệ quả sau. 

 

Hệ quả 2.6.  

Hệ (2.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng với ( )1 2, , , , ,c c T S d  nếu tồn tại ma trận 

đối xứng xác định dương Q và hằng số thực dương   thỏa mãn các điều kiện sau 

W
0,

*

TQA A Q Q

I

 +
 

− 
                                                                                               (2.14) 
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1 2 1 2

(1 )
.

( ) ( ) ( 1)

d d
c s T s c

B B

  

  

−
+ + 

 +
                                                               (2.15) 

 

trong đó 1/2 1/2 ,Q S QS− −= 1 min 2 max( ), ( ).s Q s Q = =  

 

Tiếp theo, chúng ta sẽ chỉ ra một điều kiện đủ cho tính thụ động hữu hạn của hệ 

(2.1). 

 

Đinh lý 2.7.  

Cho trước các hằng số dương 
1 2 2 1, ( ), ,c c c c T  và ma trận đối xứng xác định dương 

S. Gỉa sử GT1 và GT2 thỏa mãn. Khi đó, Hệ (2.1) là ổn định vững hữu hạn tương ứng 

với ( )1 2, , , , ,c c T S d  nếu tồn tại ma trận đối xứng xác định dương Q và các hằng số thực 

dương 
1 2, , , ,v v v    thỏa mãn các điều kiện sau 

11 w

33

1

2

( W-M )

* 0 0 0

0,* * 0 0

* * * 0

* * * *

T

aQ Q QE QE

vI

v I

v I

 
 

− 
  
 

− 
 − 

                                                              (2.16) 

 

1 2 1 2

(1 )
.

( ) ( ) ( 1)

d d
c s T s c

B B

  

  

−
+ + 

 +
                                                               (2.18) 

 

trong đó 1/2 1/2 ,Q S QS− −= 1 min 2 max( ), ( ).s Q s Q = =  

 

Chứng minh. 

Để chứng minh Định lý 2.7, chúng ta chọn hàm toàn phương như chứng minh của 

Định Lý 2.5 và biểu diễn được 

 

            ( )( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ABC T T T

tD V t z t t t t t H t     − −                                 (2.19) 

 

trong đó 

• 

11

33

( ) W-M

( ) ( ) , * 0 ,

( ) * *

Tx t H Q Q

t f H vI

t H





  
  =  = −  
     

 

• 1 1

11 1 1 2 w w ,T T T T T

a a a a x xH QA A Q v QE E Q v H H v QE E Q vG G− −= + + + + +  

• 33 2 W W W W ( ).T T TH I v H H vG G N N I = − + + − + +  

 

Tiếp tục sử dụng Schur Complement, từ điều kiện (2.16), chúng ta thu được H<0, 

và do đó với mọi t nằm trong [0,T], 
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                         ( )( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ),ABC T T

tD V t z t t t t    +                                         (2.20) 

Lấy tích phân Atangana-Baleanu cả 2 vế của bất đẳng thức (2.20) từ 0 đến t, chúng 

ta có  
 

                      ( ) ( ) (0) (0)T Tx t Qx t x Qx−  ( )2 ( ) ( ) ( ) ( ) .AB T T

tI z t t t t   +            (2.21) 

 

Với điều kiện ban đầu là x(0)=0 và ( ) ( ) 0Tx t Qx t  , chúng ta thu được   

                      ( )2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, [0,T].AB T T

tI z t t t t t   +     

Từ đây,  
 

                      ( ) ( )2 ( ) ( ) ( ) ( ) , [0,T].AB T AB T

t tI z t t I t t t     −    

 

Nói cách khác, Hệ (2.1) là thụ động hữu hạn bền vững tương úng với ( )1 2, , , , .c c T S d  

 

Nhận xét 2.3  

Mặc dù có nhiều kết quả thú vị về tính thụ động hữu hạn cho một vài hệ động lực 

cấp nguyên [45,46,47], nhưng các kết quả này không dễ để khái quát hóa và áp 

dụng cho các hệ cấp phân số ABC do giải tích cấp phân số ABC không có tính nửa 

nhóm. Bằng cách sử dụng lí thuyết ổn định hữu hạn và một vài tính chất của giải 

tích cấp phân số ABC, chương này trình bầy bài toán này cho các hệ thống phi 

tuyến cấp phân số ABC lần đầu tiên. Và đây cũng chính là đóng góp quan trọng của 

kết quả này.    
 

Nhận xét 2.4  

Về mặt lí thuyết, LMI Toolbox trong MATLAB có thể giải một cách hiệu quả các 

LMI với số chiều bất kỳ. Tuy nhiên, khi kiểm tra tính khả thi của các LMI thu được, 

khi số lượng biến tăng lên sẽ dẫn đến việc tính toán trở lên phức tạp và thời gian 

tính toán sẽ lâu. Đây chính là nhược điểm của cách tiếp cận dựa trên LMI. Mặc dù 

vậy, với các kết quả chính của chương này việc tính toán khá rõ ràng và thuận tiện. 

Từ Định lý 2.7, thuật toán sau được đề xuất để tìm các nghiệm một cách khả thi: 

 

    Bước 1. Giải điều kiện (2.16) dựa trên LMI Toolbox để tìm các biến thực dương 

1 2, , , ,v v v    và ma trận đối xứng xác định dương Q. 

  

    Bước 2. Tính các đại lượng 1/2 1/2 ,Q S QS− −= 1 min 2 max( ), ( ).s Q s Q = =  

 

  

    Bước 3. Kiểm tra điều kiện (2.17). 
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Ví dụ 1.11  

Xét hệ (2.13) với các biến   

 

     

1 1 0 1 0 0

0.5, 0 2 1 , W 0 1 0 .

1 0 2 0 0 1

A

−   
   = = − =
   
   −   

 

 

Mục đích của ví dụ này để so sánh với kết quả trong tài liệu [39], chúng tôi xem xét 

2 trường hợp 

   Trường hợp 1. 
1 1, 10, , 0.2,c T S I D= = = =  và ( ) 1.B    

Sử dụng Hệ quả 2.6, hệ (2.13) ổn định vững tương ứng với mọi 
2 3.5.c   Trong khi 

đó, sử dụng Định lý 3 [39], giá trị nhỏ nhất 
2 5.5.c =  

   Trường hợp 2. 
1 21, 1, 1, 0.2,c c S D= = = =  và ( ) 1.B    

Sử dụng Hệ quả 2.6, hệ (2.1) ổn định vững tương ứng với mọi 0 15.T   Trong 

khi đó, sử dụng Định lý 3 [39], giá trị lớn nhất của T là 0.772. 

    

Từ thảo luận trên, kết quả của chúng tôi là hiệu quả hơn và tốt hơn các kết quả đã có 

trong [39]. 

 

Ví dụ 1.12  

Xét hệ (2.1) với các biến   

 

 
2 0.1 0.5

0.5, , , 0.7 0.8 , ( ) sin ,
0 2 0.06

a a aA E H F t t
−   

= = = = =   −   
 

 

w W

0.5 1
, , [0.5],

1 2
E W H

   
= = =   
   

w ( ) cos ,F t t=  

 
[2    3], N=[0.5].M =  

 

Nhiễu phi tuyến f(.) thảo mãn GT1 với  w, 1.xG I G= =    

Nhiễu đầu vào ( ) 0.1 cos2 , 0.1.t t d = =  

 

Với 
1 21, 2, 10, ,c c T S I= = = =   và ( ) 1.B   Sử dụng Nhận xét 2.4 và các LMIs 

(2.16) - (2.17) là khả thi với  

 

1 25.9004, 5.9004, 1.7493, 8.4628,v v = = = =  

 

2.5773 0..0803
.

0.0803 2.3702
Q

− 
=  − 
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Theo Định Lý 2.7, Hệ (2.1) là thụ động hữu hạn với tham số trên. Các hình vẽ sau 

mô tả tính chính xác của các kết quả chính. 
 

Hình 1 với gía trị ban đầu 0

0.7

0.7
x

 
=  
 

 mô tả quỹ đạo của ( ) ( )Tx t Sx t . 

 

 

Hình 2 mô tả quỹ đạo của hàm 
( )
( )

2 ( ) ( )
( )

( ) ( )

AB T

t

AB T

t

I z t t
t

I t t








 
=  với 5.9004− = −  
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KẾT LUẬN CỦA CHƯƠNG 2.  

  

 

Chương 2 nghiên cứu bài toán thụ dộng hữu hạn cho lơp hệ phi tuyến cấp phân số 

ABC. Đóng góp chính của các tác giả là giới thiệu định nghĩa mới của tính thụ động 

hữu hạn cho cá lớp hệ cấp phân số ABC và đưa ra một điều kiện đủ đảm bảo cho hệ 

thống là ổn định vững hữu hạn và thụ động hữu hạn. Hai ví dụ được đưa ra trong 

chường này nhằm so sánh và minh họa cho tính hiệu quả của các kết quả chính. 

Trong tương lai, chúng tôi sẽ mở rộng kết quả này cho nhiều lớp hệ khác nhau như 

hệ suy biến, hệ Neural có trễ, .v.v. Các kết quả của chương được đảm bảo bới bài 

báo ISI chấp nhận đăng trên tạp chí Circuits, Systems, and Signal Processing, ISI-

Q2 (2022).  
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KẾT LUẬN 
 

    Đề tài nghiên cứu tính ổn định của hệ cấp phân số có trễ. Các kết quả đạt được 

của hệ được đảm bảo bởi 3 bài báo (2 bài báo trong nước và 1 bài ISI) cụ thể: 

 

- Một số điều kiện đủ cho tính ổn định vững hữu hạn của hệ phi tuyến cấp 

phân số có trễ và nhiễu 

- Một số điều kiện đủ cho tính ổn định vững và thụ động hữu hạn của các lớp 

hệ cấp phân số Atangana-Baleanu-Caputo có nhiễu phi tuyến. 

- Một vài kết quả mới về ước lượng tính bị chặn nghiệm bền vững cho cho hệ 

điều khiển ngẫu nhiên có bước nhảy Markovian rời rạc 

 

Trong tương lai, chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu bài toán này trên cơ sở mô hình 

hóa nhiều lớp hệ khác như lớp hệ cấp phân số suy biến, lớp hệ cấp phân số quy mô 

lớn và áp dụng nhiều hơn vào các ứng dụng thực tế. 
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